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Capitolo 1IntroduzioneFin dalla sua introduzione agli albori della meania quantistia [Bos24,Ein24℄, la ondensazione di Bose-Einstein susitò una vastissima eo per ilsuo arattere fortemente interdisiplinare: la meania quantistia la inter-preta ome una sovrapposizione marosopia e oerente delle onde di deBroglie assoiate ai singoli atomi, dal punto di vista della statistia quanti-stia molti atomi si trovano ad oupare la stessa ella dello spazio delle fasi,in termodinamia e teoria dei ampi essa si presenta ome una transizionedi fase aratterizzata da rottura di simmetria.Fenomeni a�asinanti ed inizialmente inspiegabili quali la super�uidità ela superonduttività furono in seguito interpretati in termine di una onden-sazione parziale dei omponenti del sistema: la natura fortemente interagentedi questi sistemi non ha tuttavia permesso di identi�are al loro interno inmodo hiaro il ruolo gioato dalla ondensazione di Bose-Einstein.Lo sviluppo della teoria di ampo a molti orpi e l'introduzione del on-etto di fenomeno ritio tra la �ne degli anni '50 e l'inizo degli anni '60risvegliarono l'interesse dei �sii teorii sulla ondensazione, portandoli adelaborare un modello destinato ad interpretare il omportamento di un si-stema di bosoni debolmente interagenti; per lungo tempo questo apparatoteorio, di per sè interessante e ompleto, rimase tuttavia sulla arta, datal'impossibilità sperimentale di realizzare un sistema �sio a ui adattarlo.La messa a punto delle tenihe di manipolazione dei gradi di libertà ato-mii attraverso radiazione elettromagnetia permise di e�ettuare un numerosempre maggiore di aurati esperimenti su gas on�nati di atomi moltofreddi; in�ne nell'estate del 1995, quasi ontemporaneamente tre gruppi spe-rimentali annuniarono di aver raggiunto la ondensazione di un gas di atomialalini: al JILA in un ampione di 87Rb [AEM95℄, al MIT in 23Na [DMA95℄e alla Rie University in 7Li [BST95℄.Gli atomi alalini oupano un posto di primaria importanza all'internodell'ottia quantistia ed atomia (ad esempio in elettrodinamia quantistiain avità o negli esperimenti su ioni intrappolati) in quanto possiedono una1



2 1. INTRODUZIONE

Figura 1.1: Interferenza atomia generata da due ondensati, inizialmenteseparati, sovrapposti in seguito ad un'espansione libera di 40 ms. La larghez-za della �gura è di 1.1 mm e le frange, tra loro spaziate di 15 �m, indiano laoerenza del ondensato di Bose-Einstein su tutta la sua lunghezza. Figuratratta da [ATM97℄.struttura elettronia he ben si presta a manipolazioni sperimentali; la pre-senza di un solo elettrone li rende molto semplii da studiare, possono essereintrappolati per mezzo del loro momento magnetio e presentano transizioniadatte ai laser attualmente disponibili: le tenihe di ra�reddamento e ma-nipolazione magneto-ottihe trovano dunque una olloazione ideale in senoa questi gas.L'osservazione della ondensazione di Bose-Einstein è stata ad oggi on-fermata da più di venti gruppi nel mondo e moltissimi esperimenti hanno in-dagato le proprietà termodinamihe, lo spettro delle eitazioni, l'interazioneoerente lue-materia, i fenomeni di super�uidità e trasporto di materia.Il grande interesse susitato dai ondensati verte sulla loro natura on-temporaneamente marosopia e quantistia: esperimenti di interferenzaatomia (vedi �g. 1.1) hanno dimostrato he questi sistemi, la ui dimensio-ne a seguito di un espansione è dell'ordine di 0:1 � 1 mm, possiedono unaoerenza estesa su tutta la loro lunghezza. Per la prima volta si hanno a di-sposizione dei sistemi quantistii �visibili� e �omplessi�, ovvero ostituiti daun numero onsistente di partielle (ompreso tra qualhe migliaio e qualhe



3milione), he tuttavia possono essere analizzati sorprendentemente bene dauna teoria di ampo medio, relativamente semplie da derivare, interpretaree risolvere.Questi sistemi �mettono a nudo� la natura ondulatoria della materia,permettendo esperimenti spettaolari di interferenza, di�razione e ampli�-azione, in modo assolutamente speulare alle esperienze già note in ottialassia1. Partiolare attenzione ha susitato presso la omunità sienti�ala realizzazione del laser ad atomi, ovvero di una sorgente di materia oe-rente; vari gruppi nel mondo si stanno impegnando in questo ampo e, adoggi, ne sono state implementate varie versioni: a partire dai primi prototipiimpulsati, realizzati al MIT [MAK97℄ e a Yale [AK98℄, si è ora giunti, nell'e-sperimento realizzato all'MPQ di Monao [BHE99℄, ad un laser funzionantein modalità ontinua.Come noto, i potenziali periodii sono in grado di rivelare in manieramolto apparisente le proprietà legate alla oerenza di fase: ad esempio inspettrosopia si fa uso di lastre serigrafate on sottili righe parallele (i o-siddetti retioli di di�razione) per somporre spazialmente un fasio di luenelle sue omponenti in frequenza. Perseguendo l'analogia lue-materia pre-detta dal dualismo onde-orpusoli e la speularità in esso insita, è possibileimpiegare retioli ottii, ostituiti da un fasio laser retrori�esso a formareun'onda stazionaria, per e�ettuare la di�razione di un sistema di partielle;in un reente esperimento [KDH99℄ ad esempio un ondensato illuminatoda un impulso breve ed intenso di onda stazionaria viene proiettato in unasovrapposizione di stati, iasuno aratterizzato da un momento p = n � 2~k(on n = 0;�1;�2; : : :): allo spegnimento della trappola si possono notarevari ordini di di�razione, ostituiti da frazioni del ondensato he espandonoon moto rettilineo uniforme.Uno shema alternativo è stato realizzato al LENS di Firenze [PPS01℄:il gas viene fatto ondensare all'interno di un potenziale ombinato, osti-tuito da una parte armonia (neessaria per on�nare il gas) e da una parteperiodia unidimensionale �in�nita�, he si estende ben oltre la lunghezzadel ondensato: nello stato fondamentale, il sistema si frammenta dunquein ira 200 dishi allineati e spazialmente separati, legati tuttavia da unaben determinata relazione di fase. Poihé la distribuzione dei momenti èostituita da una serie di pihi equispaziati e molto stretti, anhe in que-sto aso il sistema, allo spegnimento della trappola, evolve frammentandosiin pahetti separati he evolvono on moto rettilineo uniforme in direzioniopposte, on momento quantizzato.Se osservati all'interno della trappola, i gas ondensati ostituisono inrealtà sistemi mesosopii, al limite della risoluzione ottia (hanno dimen-sioni tipihe dell'ordine di 5 � 50 �m). Sono disponibili in letteratura varie1Una rassegna ompleta delle esperienze ad oggi realizzate on i ondensati può esseretrovata in [CBY01, PW98, Gri99, KDS-K99, TI99, DGPS99℄.



4 1. INTRODUZIONEimmagini di ondensati fotografati in situ (ovvero nello stato fondamentaledella trappola), ma molto più spesso il sistema viene osservato in seguitoad una espansione balistia, ottenuta spegnendo il potenziale on�nante elasiando evolvere liberamente il gas per tempi ompresi fra 10 e 50 ms: inquesto modo la funzione d'onda desrivente il ondensato aumenta le propriedimensioni in maniera onsiderevole e permette una migliore risoluzione spe-rimentale. L'espansione onsente inoltre di trasferire nello spazio delle oor-dinate aratteristihe proprie dello spazio degli impulsi, quali le di�erenze difase, responsabili dei fenomeni di interferenza e di�razione.Nelle esperienze e�ettuate on retioli ottii in partiolare il arattere me-sosopio del ondensato rende neessaria l'espansione del sistema per poter-ne e�ettuare l'analisi: l'utilizzo dei omuni laser permette infatti di ostruireretioli nei quali la distanza fra le singole buhe (e dunque la dimensione deisottosistemi) è dell'ordine di 400 nm, ben inferiore alle possibili risoluzioni at-tuali; risulta dunque neessario un modello he sia in grado di desrivere onompletezza l'espansione libera di un ondensato, eventualmente preparatoseondo le esigenze del partiolare esperimento.L'equazione di Gross-Pitaevskii è sempre stata in grado di analizzare inmodo molto aurato i risultati sperimentali �nora ottenuti: essendo tutta-via un'equazione alle derivate parziali (di Shrödinger) non lineare, essa nonammette soluzioni analitihe e non risulta separabile (ovvero non possiedesoluzioni fattorizzate esatte). La simulazione omputazionale è semplie daimplementare, ma una risoluzione del problema tridimensionale ompleto ri-sulta spesso onerosa, speialmente quando la densità del ondensato presentavariazioni spaziali su piola sala; in questo aso infatti, per e�ettuare unabuona desrizione del sistema, il vettore di stato deve essere rappresentatonumeriamente su un retiolo disreto aratterizzato da un numero elevatodi punti.Poihè in molti esperimenti la dinamia non banale del sistema è es-senzialmente loalizzata in una sola dimensione, è interessante la riera diun modello unidimensionale he sia in grado di desrivere auratamenteil sistema; generalmente questo omporta delle assunzioni, e quindi del-le approssimazioni, ma può portare ad una notevole sempli�azione delproblema.Nel orso di questa Tesi sviluppiamo osì un nuovo modello in grado di de-srivere l'espansione di un ondensato inizialmente on�nato in una trappolaarmonia �a forma di sigaro� (ovvero a simmetria ilindria, allungata nelladirezione assiale), alla quale può essere aggiunta una omponente unidimen-sionale periodia. A partire da un modello unidimensionale reentementeintrodotto in letteratura [Sal01, SPR02℄ ipotizziamo la fattorizzazione dellafunzione d'onda desrivente il sistema in una omponente assiale generiahe moltiplia una parte radiale di forma gaussiana, aratterizzata da unalarghezza � funzione della variabile assiale e del tempo; sostituendo l'Ansatzall'interno dell'azione del sistema ed e�ettuando un'integrazione sulle oor-



5dinate radiali si ottengono tramite deduzione variazionale due equazioni a-oppiate per la funzione d'onda assiale e per la larghezza della gaussiana.In una appropriata approssimazione, � è desritta da un'equazione algebria(ovverosia non di�erenziale) e la sua epressione può dunque essere sostituitaall'interno della prima; si ottiene osì un'equazione e�ettiva unidimensionale,funzione solo della variabile assiale, he permette di tenere onto anhe delladinamia trasversa.Gli autori hanno mostrato he l'equazione trovata dà risultati molto piùaurati di tutti gli altri modelli unidimensionali �nora introdotti nella de-srizione del pro�lo assiale di un ondensato nello stato fondamentale di unatrappola armonia. L'interesse ulteriore di questo modello è ostituito dallasua apaità di dare indiazioni sulla forma trasversa della funzione d'onda.La forma originalmente proposta, riavata per un potenziale stazionario,non permette tuttavia di desrivere in modo adeguato una espansione bali-stia del sistema: in tale aso infatti l'equazione per la larghezza trasversanon ammette soluzione.In questo lavoro abbiamo dunque esteso il modello al aso di potenzialiarmonii dipendenti dal tempo, inludendo nella derivazione dell'equazioneuna trasformazione unitaria [CD96, KSS96℄ he omporta un risalamentodelle oordinate ed una trasformazione di gauge sulla funzione d'onda. L'in-troduzione della trasformazione permette di desrivere il sistema attraversouna funzione d'onda �ridotta�, ambientata in un potenziale �ttizio ostante,oinidente on quello all'istante t = 0. Nel limite di Thomas-Fermi, ovveroquando è importante la natura interagente del ondensato, ed in presen-za di solo potenziale armonio (variabile nel tempo) la soluzione esatta delproblema prevede he la funzione d'onda �ridotta� resti ostante per tuttal'evoluzione.La trasformazione è desritta da due parametri numerii di sala he sod-disfano un sistema di due equazioni di�erenziali aoppiate, la ui risoluzionenon presenta aluna di�oltà.Abbiamo onfrontato il modello on il suitato esperimento realizzato alLENS, ovverosia abbiamo indagato lo stato fondamentale di un ondensatoin presenza di una trappola armonia ontenente una omponente periodiae l'espansione da esso e�ettuata allo spegnimento del potenziale. I risultatiottenuti, esposti nell'ultimo apitolo, mostrano he, al variare dei parametriaratteristii quali l'intensità delle interazioni reiprohe e l'altezza del po-tenziale periodio, l'equazione trovata è in grado di desrivere in modo moltoaurato il sistema, sia nella direzione assiale he in quella radiale.Il lavoro è organizzato ome segue: nei app. 2 e 3 presentiamo una in-troduzione al fenomeno della ondensazione di Bose-Einstein e alle tenihesperimentali di intrappolamento, ra�reddamento e manipolazione, mentrenel ap. 4 rivediamo le equazioni unidimensionali ad oggi presenti in lettera-tura; nel ap. 5, dopo aver introdotto la traformazione di sala, proponiamola deduzione ab initio del nuovo modello, disutendone le approssimazioni



6 1. INTRODUZIONEe�ettuate; nel ap. 6 riportiamo le tenihe neessarie all'implementazionenumeria dell'equazione ed in�ne, nel ap. 7, e�ettuiamo un'analisi omple-ta della nuova equazione, omparando i risultati ottenuti on simulazioninumerihe e�ettuate sul modello ompleto tridimensionale ed ove possibileon i dati sperimentali raolti al LENS e il modello introdotto dagli au-tori dell'artiolo. I punti più tenii del lavoro sono rimandati alle varieappendii.



Capitolo 2Condensazione diBose-EinsteinLa distribuzione delle energie di un gas ad alta temperatura è ben desrittadalla distribuzione di Maxwell-Boltzmann ed è noto he deviazioni da questanon sono attese �ntantohé le ondizioni esterne permettono di onsiderareil sistema ome �lassio�. Quando tuttavia la lunghezza d'onda termia dide Broglie diventa omparabile on la distanza tra le partielle, una inter-pretazione lassia del mondo �sio fallise e solo la meania quantistia èin grado di spiegare i fenomeni alquanto partiolari he avvengono.Per un gas in equilibrio termio la lunghezza d'onda aratteristia è datada: �dB(T ) �s 2�~2mkBTe la distanza media tra le partielle è n�1=3 (dove n è la densità del gas): la�barriera� tra il mondo lassio e il mondo quantistio è dunque attesa pern�3dB � 1, ovvero per una temperatura:T � 2�~2mkB n2=3:In teoria quantistia le partielle possono essere divise in due grandilassi: i bosoni, a spin intero, e i fermioni, aratterizzati da spin semiintero.L'appartenenza a uno dei due gruppi omporta di�erenze notevolissime nelmodo on ui questi oggetti interagisono tra loro: nei postulati della me-ania quantistia si a�erma infatti he un sistema di partielle identihedebba essere desritto da una funzione d'onda he, rispetto allo sambo didue di esse, sia simmetria per i bosoni ed antisimmetria per i fermioni.Da questo postulato disendono due diverse statistihe he governano ladistribuzione in energia delle partielle (e he si riduono a quella di Maxwell-Boltzmann per alta temperatura). I fermioni obbedisono alla statistia di7



8 2. CONDENSAZIONE DI BOSE-EINSTEINFermi-Dira, he impedise a due di loro di oupare lo stesso stato quanti-stio. Al ontrario la statistia di Bose-Einstein regola il omportamento deibosoni e spinge queste partielle ad oupare lo stesso stato attraverso unproesso hiamato stimolazione bosonia: la presenza di un bosone in unostato aumenta la probabilità he un'altra partiella oupi lo stesso stato.La ondensazione di Bose-Einstein è una transizione di fase termodina-mia, introdotta da Shandrasekar Bose [Bos24℄ e Albert Einstein [Ein24℄, heavviene nei sistemi bosonii a temperatura molto bassa: al di sotto di unasoglia ritia, un numero marosopio di partielle si trova ad oupare lostesso stato, quello di minima energia; le onde di de Broglie assoiate a ia-suna partiella stabilisono l'una on l'altra una ben determinata relazionedi fase e il sistema può allora essere desritto da un'unia funzione d'ondadi dimensioni marosopihe.2.1 Gas idealeIn un sistema di bosoni, il numero di oupazione di uno stato nondegenerea energia � è dato dalla distribuzione di Bose-Einstein [Hua87℄:f(�) = 1e�(���) � 1; (2.1)dove � � 1=kBT e il parametro �, detto potenziale himio, è �ssato dallaondizione di normalizzazione: N =X� f(�):A�nhè le probabilità di oupazione di tutti gli stati siano de�nite positive,è neessario he il potenziale himio sia sempre minore dell'energia dellostato fondamentale, ovvero negativo nel aso di un gas libero.Per un gas non-interagente on�nato in una satola ubia di volumeV = L3, le ondizioni al ontorno omportano la quantizzazione dei momentinella forma p = 2�~l=L; ogni stato è dunque individuato dalla tripletta dinumeri interi l � lx; ly; lz.Nel limite termodinamio, le somme sugli stati he ompaiono nelle me-die statistihe possono essere onvertite in integrali su un ontinuo di statitramite la formula: Xl �! V~3 Z d3p;questa approssimazione è valida nel osiddetto limite semilassio, nel qualele energie oinvolte nella somma (dell'ordine di kBT ) sono molto più grandidellla separazione in energia tra i singoli stati.



2.1. Gas ideale 9La densità degli stati �(�) di un gas libero, on energia � = p2=2m, puòessere alolata a partire dalla normalizzazione dello spazio delle fasi:1 = 1~3 Z Z d3r d3p � Z 10 d� �(�);ottenendo: �(�) = 1(2�)2p(2m)3 V~3p�:La densità degli stati si rivela molto utile per riavare le grandezze ter-modinamihe; ad esempio, utilizzando il numero di oupazione f(�) (2.1),potremmo alolare il numero di partielle he ompongono il sistema:N = 1~3 Z Z d3r d3p f(�(r;p)) = Z 10 d� f(�)�(�):Questa formula ben desrive un sistema ad alta temperatura, per il qualela densità degli stati è piata su un valore �� molto grande. Un ondensatodi Bose è invee aratterizzato da �� � 0, valore per il quale si annulla ladensità degli stati: la normalizzazione sopra riportata rihiederebbe alloravalori positivi per il potenziale himio.Per alolare orrettamente il numero di partielle al di sotto della sogliadi ondensazione è invee neessario aggiungere �a mano� il ontributo N0portato dallo stato fondamentale:N = N0 + 1~3 Z Z d3r d3p f(�(r;p)) = N0 + Z 10 d� f(�)�(�) == N0 + V�3dB(T )g3=2 �e��� :dove per risolvere l'integrale è stata introdotta la funzione di Bose:g�(z) � 1Xt=1 ztt� = zr��(�) Z 10 x��1dxerx � z :N0 serve dunque ad assiurare he, anhe a temperature inferiori allatemperatura ritia, il potenziale himio non raggiunga valori positivi; latemperatura ritia di ondensazione può essere alolata dall'espressionesopra data nei limiti N0 ! 0 e �! 0:n�3dB(T) = g3=2(1) = 2:612; (2.2)Per T < T, ovvero per n�(T ) > 2:612, lo stato fondamentale è quindipopolato da un numero marosopio di atomi N0 e il potenziale himio è�ssato a � = 0; il numero delle partielle he oupano stati eitati è:Nterm = V�3dB(T )g3=2(1) = N � TT�3=2



10 2. CONDENSAZIONE DI BOSE-EINSTEINe dunque, poihé N = N0 + Nterm, la frazione di atomi nello stato fonda-mentale è data dalla famosa formula:N0N = 1�� TT�3=2 :Notiamo in�ne he la ondensazione in un gas ideale libero rende ma-rosopiamente popolato lo stato aratterizzato da p = 0, ompletamentedisperso nel volume della �satola�: il fenomeno è dunque limitato allo spaziodegli impulsi e non risulta direttamente visibile nello spazio delle oordinate.Tutta la trattazione sopra esposta può essere ora e�ettuata per un gason�nato in un potenziale armonio anisotropo tridimensionale:V (r) = 12 �!2xx2 + !2yy2 + !2zz2� ;all'interno del quale i livelli energetii sono dati da:�l = Xi=x;y;z�li + 12� ~!i;in questo aso il limite superiore per il potenziale himio è:� = ~2 (!x + !y + !z)e la densità degli stati si srive [DGPS99℄:�(�) = 12 �2(~�!)3(dove �! � 3p!x!y!z è la media geometria delle frequenze).Riordiamo qui he, per sistemi intrappolati in potenziali armonii, illimite termodinamio usualmente utilizzato, N ! 1 e V ! 1 a densitàostante, va sostituito dal più appropriato N !1 e �! ! 0 on N �!3 �ssato.La ondizione di normalizzazione porta allora all'espressione:N = N0 +�kBT~�! �3 g3 �e��� :Per la temperatura ritia si ottiene la relazione:kBT = 0:94(~�!)N1=3 (2.3)e la formula he esprime la frazione ondensata è in questo aso data da:N0N = 1�� TT�3 :



2.1. Gas ideale 11
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T/TcFigura 2.1: Frazione ondensata per un gas non interagente, rispettivamentenello spazio libero (linea ontinua) e intrappolato in un potenziale armonio(linea tratteggiata).Come si può notare, le proprietà termodinamihe di un ondensato im-merso in un potenziale armonio dipendono dalle frequenze di trappola soloattraverso la separazione media dei livelli ~�!. Possiamo inoltre veri�are aposteriori la validità dell'approssimazione semilassia sopra e�ettuata: inun tipio esperimento il numero di atomi oinvolti varia tra qualhe migliaioed aluni milioni e dunque l'eq. (2.3) implia kBT � ~�!.L'utilizzo di trappole armonihe anisotrope permette di rendere visibileil fenomeno della ondensazione di Bose-Einstein anhe nello spazio delleoordinate. La funzione d'onda di un gas ideale in un potenziale armonio èdata infatti da:	(r) = � 1p�a�!�3=2 e�m2~(!xx2 + !yy2 + !zz2)dove a�! è detta lunghezza aratteristia del potenziale e orrisponde allamedia geometria delle larghezze delle gaussiane nelle tre direzioni:a�! �r ~m�! :Se la trappola è �a forma di sigaro� (ovvero on !x = !y = !? � !z), peril ondensato si ha �Z � �R?; poihè lo stato fondamentale è ben noto
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Figura 2.2: Immagini della distribuzione di veloità di atomi di rubidio ra-olte a seguito di un'espansione libera: nella �gura di sinistra la temperaturaè al di sopra della soglia ritia, in entro appena al di sotto e nell'imma-gine di destra molto al di sotto. Si può notare la progressiva somparsadella nuvola termia gaussiana e l'apparizione improvvisa del pio entra-le, identi�abile on la frazione ondensata; il ampo visuale è di 200�270�m, indiando la natura realmente marosopia del fenomeno. La �gura ètratta dal primo esperimento di ondensazione di gas di bosoni debolmenteinteragenti, eseguito al JILA nel 1995 [AEM95℄.essere a minima indeterminazione, il prinipio di Heisenberg prevede per es-so �Pz � �P?. Se in queste ondizioni si spegne il potenziale on�nante,la nuvola ondensata e�ettuerà un'espansione molto più pronuniata nelladirezione radiale rispetto a quella assiale: si avrà dunque un passaggio gra-duale del ondensato da una forma a sigaro ad una a diso. Le partielleomponenti la frazione non ondensata sono invee distribuite termiamen-te su diversi autostati ad energia superiore he, in aordo on il prinipiodi equipartizione, sono isotropiamente dispersi nello spazio dei momenti:allo spegnimento della trappola esse dunque espanderanno in una nuvola asimmetria sferia.Bellissime immagini sperimentali di espansione (fr. �g. 2.2) mostranoil fenomeno suddetto: sendendo on la temperatura al di sotto della so-glia ritia, si nota la sparizione della nuvola termia sferia e la forma-



2.2. Gas di bosoni debolmente interagenti 13zione dello stretto pio anisotropo entrale, segnatura inequivoabile dellaondensazione di Bose-Einstein.Poihè la frazione ondensata N0=N è zero oltre la transizione e diver-sa da zero al di sotto, essa può essere selta ome parametro d'ordine delsistema. Sia nel aso omogeneo he in presenza di una trappola armoniala funzione N0(T ) è ontinua al punto ritio, on derivata disontinua: inambedue i asi dunque la ondensazione di Bose-Einstein è una transizionetermodinamia del seond'ordine (o fenomeno ritio); essa può allora essereanalizzata attraverso una teoria di ampo medio, approio he si è dimostra-to molto e�ae nello studio di altri fenomeni ritii quali la magnetizzazioneo l'allineamento spontaneo dei ristalli liquidi [BFDN92℄.2.2 Gas di bosoni debolmente interagentiL'Hamiltoniana a molti orpi per un sistema di bosoni interagenti e on�natiin un potenziale esterno Vext si srive, in seonda quantizzazione, ome:H(t) = Z d3r 	̂y(r) �� ~22mr2 + V (r; t)� 	̂(r)+12 Z d3rd3r0 	̂y(r)	̂y(r0)V(2)(r� r0)	̂(r0)	̂(r) (2.4)dove 	̂ e 	̂y sono il distruttore e il reatore del ampo bosonio, soddisfaentialle regole di ommutazione h	̂(r; t); 	̂y(r0; t)i = i~Æ(r� r0), e V(2)(r� r0) èil potenziale interatomio a due orpi.In un gas molto diluito e freddo si può supporre he le unihe intera-zioni possibili siano quelle a bassa energia, �in onda s�, he non permettonodistanze relative tra le varie partielle troppo piole e sono dunque indi-pendenti dalle aratteristihe a orto range del potenziale a due orpi. Taliollisioni sono elatihe ed isotrope, desritte da un solo parametro as, det-to lunghezza di sattering. In questo aso si può e�ettuare la sostituzioneV(2)(r� r0) � gÆ(r � r0), dove g è dato da:g � 4�~2asm : (2.5)La bontà dell'approssimazione sopra e�ettuata è ontrollata da un parametroadimensionale, il numero di partielle in un �volume di sattering� jasj3; i gasalalini normalmente usati negli esperimenti hanno lunghezze di satteringdell'ordine del nanometro (as = 5:77 nm per 87Rb, as = 2:75 nm per 23Na,as = �1:45 nm per 7Li) e densità omprese tra 1013 e 1015 m3, osì he ilprodotto njasj3 risulta sempre inferiore a 10�3.Se veri�a la ondizione njasj3 � 1, un sistema è detto �debolmente inte-ragente� o �diluito�: quest'approssimazione permette all'approio di ampo



14 2. CONDENSAZIONE DI BOSE-EINSTEINmedio, he verrà traiato in seguito, di desrivere in modo molto auratogli esperimenti realizzati negli ultimi anni sui gas alalini.Per un sistema di bosoni �debolmente interagenti� l'Hamiltoniana 2.4 puòdunque essere sritta nella forma:H(t) = Z d3r 	̂y(r) �� ~22mr2 + V (r; t) + g2	̂y(r)	̂(r)� 	̂(r) (2.6)L'analisi dei fenomeni ritii passa attraverso la de�nizione di un parametrod'ordine, ovvero una funzione he assume valori diversi da zero solo al dilà della soglia di transizione; seguendo uno shema traiato da Bogoliubov[Bog47℄, si introdue per l'operatore 	̂ la somposizione:	̂(r; t) = 	(r; t) + 	̂0(r; t) (2.7)dove 	 è una funzione omplessa de�nita ome il valor medio dell'operatoredi ampo 	̂: 	(r; t) �<	̂(r; t)>; poihè l'Hamiltoniana possiede simmetriaU(1) (invarianza per una arbitraria fase loale del ampo), il valor mediodell'operatore di ampo dovrebbe essere zero: la presenza di valori non nulliper 	 omporta una rottura di simmetria (ovvero un allineamento spontaneodelle fasi del ampo) ed è la segnatura fondamentale della ondensazione diBose-Einstein.	(r; t) è un ampo lassio dotato di una fase ben determinata, il uimodulo quadro �ssa la densità della parte ondensata: n0(r; t) = j	(r; t)j2;esso è detto �funzione d'onda del ondensato� e aratterizza il omporta-mento a lungo range della matrie densità a una partiella �(r1; r2; t) �<	̂y(r1; t)	̂(r2; t)> attraverso la relazione asintotia [GL50, PO56℄:limjr1�r2j!1�(r1; r2; t) = 	�(r1; t)	(r2; t):In un sistema on�nato, per sua natura quindi limitato nello spazio, i onettidi limite termodinamio (all'interno del quale si ha rottura di simmetria) edi ordine a lungo range vanno onsiderati on autela; la funzione d'ondadel ondensato può tuttavia essere identi�ata on l'autostato della matriedi densità ad una partiella � aratterizzato dall'autovalore massimo:Z dr0 	i(r0; t)�(r; r0; t) = Ni	i(r; t) =) 	 = 	k t. . Nk = maxfNig:Quando la frazione termia, desritta da 	̂0(r; t) � 	̂(r; t)� < j	̂j>, ètrasurabile, uno sviluppo all'ordine 0 di 	̂ porta ad un'equazione hiusaper il parametro d'ordine 	. Appliando l'equazione di Heisenberg all'Ha-miltoniana a molti orpi, sritta in approssimazione di sistema �debolmenteinteragente� (eq. 2.6), si ottiene l'espressione operatoriale:i~ ��t 	̂(r; t) = [	̂;H(t)℄ == �� ~22mr2 + V (r; t) + g	̂(r)y	̂(r)� 	̂(r);



2.2. Gas di bosoni debolmente interagenti 15e�ettuando ora la sostituzione 	̂! 	 si ottiene:i~ ��t	(r; t) = �� ~22mr2 + V (r; t) + gj	(r)j2�	(r) (2.8)on la normalizzazione R dr j	j2 = N0 = N .Se imponiamo ora la più onsueta normalizzazione a 1, la nuova equazionesi ha on la semplie sostituzione g ! g(N � 1) � gN :i~ ��t	(r; t) = �� ~22mr2 + V (r; t) + gN j	(r; t)j2�	(r; t): (2.9)Questa è la famosa equazione di Gross-Pitaevskii (GPE) [Gro61, Pit61℄ per lafunzione d'onda del ondensato, desrivente un sistema di bosoni debolmen-te interagenti: data l'ipotesi 	̂0 = 0, l'equazione qui trovata è strettamentevalida solo nel limite di ompleta ondensazione, ovvero di temperatura nul-la. Nella maggioranza degli esperimenti tuttavia questa ondizione è benveri�ata: la nuvola termia è in generale indistinguibile nelle immagini diondensati espansi, indiando he la frazione ondensata è molto viina al-l'unità (vedi �gg. 2.2 e 7.10). Come mostrato in [DGPS99℄ le orrezioni alprim'ordine alla teoria di ampo medio, ottenute onsiderando il parzialesvuotamento del ondensato ausato dalle interazioni reiprohe tra le par-tielle, sono proporzionali al valore del parametro n(r)a3s valutato nel entrodella trappola e ammontano a meno dell'1% nelle più omuni ondizionisperimentali.L'energia assoiata al sistema è data dal funzionale:E[	℄(t) = Z d3r � ~22m jr	j2 + V (r; t)j	j2 + gN2 j	j4� ;all'interno del quale si distinguono i ontributi derivanti rispettivamentedall'energia inetia, potenziale e di interazione.L'importanza dell'interazione può ben essere evidenziata dall'utilizzo divariabili risalate: in una trappola armonia sferia, segliendo ome unitàdi lunghezza, tempo ed energia rispettivamente a�!; �!�1 e ~�!, l'equazione diGross-Pitaevskii si ridue a:i ��t	(r; t) = ��12r2 + 12r2 + 4�Nasa�! j	(r)j2�	(r):Nello stato fondamentale, ambedue le energie inetihe e potenziali sonodell'ordine dell'unità, mentre quella di interazione è proporzionale al fat-tore adimensionale Nas=a�!. Nel limite di auto-interazione molto debole,N jasj=a�! � 1, questa energia è trasurabile rispetto alle altre quantità ingioo e i si attende per lo stato fondamentale una forma simile ad unagaussiana, orrispondente a quella di un sistema di bosoni ideali. Nel limite



16 2. CONDENSAZIONE DI BOSE-EINSTEINopposto N jasj=a�! � 1 invee i si aspetta he le interazioni modi�hino inmodo sostanziale la forma dello stato fondamentale.Per forze attrattive, ovvero per as < 0, il termine di interazione heompare nell'espressione dell'energia ha segno negativo: questo omportahe l'energia del sistema deresa all'aumentare della densità e rende dunqueinstabile il ondensato nello spazio libero, faendolo ollassare in un punto.Se il sistema è on�nato in un potenziale e il numero di partielle non è troppogrande, l'energia inetia di punto zero (detta anhe pressione quantistia)può predominare sull'energia di interazione e stabilizzare il ondensato. Lanuvola tende dunque a onentrarsi nel entro della trappola, olloandosisu uno stato metastabile aratterizzato da una larghezza inferiore a quelladello stato non interagente. Quando tuttavia la densità assume valori troppoelevati, il minimo loale sompare e lo stato metastabile non può più esistere:la pressione quantistia non è su�iente a moderare il moto del gas e questoollassa su sè stesso, usendo dalla trappola attraverso proessi inelastii.Dato il tipo di trappola e di atomi, esiste il numero ritio Nr al di sopradel quale avviene l'implosione è in genere dell'ordine di a�!=jasj.Per atomi on forza di autointerazione repulsiva, aratterizzati da as > 0,l'energia dello stato fondamentale derese al diminuire della densità e dun-que il ondensato tende ad espandersi, ontrastato in questo aso dal a-rattere on�nante del potenziale. All'aumentare del parametro Nas=a�! siha un graduale appiattimento ed allargamento del pro�lo di densità ed unaonseguente diminuzione del termine inetio, he dipende dalla derivata se-onda della urva: esso diventa sempre meno importante rispetto al terminedi autointerazione e varia in modo signi�ativo solo viino alla super�ie delondensato.Nell'ipotesi in ui il termine di interazione sia preponderante rispetto aquello inetio, si può ottenere una soluzione analitia per la densità dellostato fondamentale. Partendo dalla GPE stazionaria:�� ~22mr2 + V (r) + gN j	j2�	 = �	ed e�ettuando la osiddetta approssimazione di Thomas-Fermi (TF), heonsiste nel tralasiare ompletamente il termine inetio di pressione quan-tistia, si ottiene:j	TF (r)j2 = 8<: �TF � V (r)gN se �TF � V (r) > 00 altrimenti (2.10)Il valore del potenziale himio, he orrisponde all'energia dello stato fon-damentale, si riava imponendo la normalizzazione della densità1:Z d3r j	TF j2 = 1 ) �TF = ~�!2 �15Nasa�! �2=51Per il alolo si può vedere il par. 4.2.



2.2. Gas di bosoni debolmente interagenti 17La soluzione di Thomas-Fermi può essere appliata dunque nell'ipotesidi forte autointerazione, Nas=a�! � 1: già per valori di questo parametrodell'ordine di 100, un gra�o della densità di TF è quasi indistinguibile dallasoluzione esatta alolata on la GPE 3D e si disosta da essa solo sullasuper�ie del ondensato, dove l'energia inetia non è più trasurabile (fr.�g. 7.3). Il pro�lo di TF ha la forma di un paraboloide rovesiato he siannulla sulla super�ie ostituita dai punti P he soddisfano all'uguaglianzaV (P) = �. In questa approssimazione dunque il potenziale himio �ssaunivoamente le estensioni assiali e radiali di un ondensato in una trappolaarmonia: RTFz =s 2�m!2z e RTF? =s 2�m!2?. Nel prossimo apitolo e�ettueremo una rapida panoramia sulle possibi-lità sperimentali di manipolazione dei ondensati, introduendo le trappolearmonihe ed i potenziali periodii ottii.
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Capitolo 3Potenziali ottii e magnetiiI ondensati di Bose-Einstein possiedono proprietà peuliarmente quantisti-he, quali la popolazione marosopia di un singolo stato o la oerenza alungo range, he li rendono strumenti importantissimi per la riera nel am-po dell'ottia quantistia e per la veri�a dei postulati fondamentali dellameania quantistia. Il vasto interesse susitato dalla loro soperta nasesoprattutto dalla alta preisione e dalla relativa failità on ui questo statodella materia può essere preparato e manipolato.Nel presente apitolo, dopo una breve introduzione alle forze utilizzateper agire sugli atomi, verranno introdotti i metodi di intrappolamento e dira�reddamento neessari per la reazione di ondensati di gas debolmenteinteragenti; nell'ultima sezione verranno introdotti i retioli ottii, on unadesrizione delle loro proprietà e delle appliazioni possibili.3.1 Interazione radiazione-materiaPer analizzare i vari fenomeni he ompongono il vasto ampo dell'intera-zione radiazione-materia è utile suddividere i proessi possibili in due grandiategorie: quelli di tipo dissipativo, he omportano assorbimento ed emis-sione di fotoni, e quelli di tipo dispersivo, he modi�ano le proprietà delsistema senza oinvolgere sambio di partielle.Tale divisione è ben nota nel aso del passaggio di un fasio luminosoattraverso un orpo materiale: il omportamento della radiazione è desrit-to dal suo indie di rifrazione, la ui parte immaginaria i dà informazionisull'assorbimento (ovvero sui proessi dissipativi) mentre la parte reale tieneonto della variazione di veloità subita dal fasio stesso (fenomeno di tipodispersivo). La parte immaginaria di n varia on il detuning Æ � !l � !a(dove !l e !a sono rispettivamente la frequenza del fasio entrante e quella dirisonanza degli atomi) ome una urva di assorbimento Lorentziana; la partereale di n� 1 varia invee on Æ ome una urva di dispersione Lorentziana.L'ottia quantistia prevede he gli e�etti di assorbimento e di dispersione19



20 3. POTENZIALI OTTICI E MAGNETICIsiano presenti anhe negli stati atomii: l'allargamento delle righe spettrali,he determina la vita media degli stati e oinvolge dunque emissione edassorbimento di fotoni, è infatti interpretabile ome un e�etto dissipativo; lospostamento dei livelli atomii (hiamato �Lamb shift� nel aso di interazioneon il ampo di vuoto o �a Stark shift� quando l'atomo è illuminato da unfasio nonrisonante) è un e�etto prettamente dispersivo.La teoria di Jaynes-Cummings e l'utilizzo dei osiddetti dressed statespermettono una semplie derivazione delle quantità in gioo ed una desri-zione abbastanza ompleta di questi fenomeni [QO℄. I dressed states sono gliautostati dell'Hamiltoniana di un sistema omposto da un atomo a due livelliinteragente on un ampo a singolo modo e possono essere sritti ome:j�; N >= sin �je;N > +os �jf;N + 1>j+; N >= os �je;N > � sin �jf;N + 1>;dove i naked states jf;N + 1 > e je;N > desrivono rispettivamente unatomo a due livelli nello stato fondamentale [eitato℄ ed un ampo mono-modo, omposto da N+1 [N℄ fotoni e onsiderato inizialmente non interagen-te on l'atomo (sono quindi il prodotto tensoriale degli autostati delle dueHamiltoniane libere).Un'evoluzione disaoppiata del sistema lue-atomo prevederebbe per idue autostati imperturbati una separazione in energia pari a ~Æ; l'Hamilto-niana di interazione Val permette il trasferimento di un fotone da uno statoall'altro e dunque possiede elementi fuori diagonale, pari a ~
=2 1. L'e�ettodi questo aoppiamento porta i due livelli a repellersi l'un l'altro, portandoliad aquisire uno shift supplementare pari a ~�0 (e�etto Stark o light shift);inoltre l'aoppiamento tra il livello eitato (he possiede una larghezza na-turale di riga �, inversamente proporzionale alla sua vita media) e il livellofondamentale (he in assenza di ampo elettromagnetio sarebbe stabile edavrebbe quindi larghezza nulla) genera in quest'ultimo una larghezza �0 (det-ta sattering rate, in quanto è proporzionale alla probabilità he un fotoneinidente venga assorbito dall'atomo).Nel limite di bassa intensità (
� jÆj e �), dove l'interazione è trattabilein modo perturbativo, una prima approssimazione porta a onsiderare omeautostati del sistema i naked states e permette di trovare le seguenti relazioni:�0 = 
2 ��2 + 4Æ2�0 = 
2 Æ�2 + 4Æ21
 � 2q~!pN + 1=2�0~2L3 �̂�d è detta frequenza di Rabi del sistema e risulta propor-zionale alla radie quadrata dell'intensità luminosa e al momento di dipolo di transizionetra i due stati atomii (d �<ejeXjf >).



3.2. Manipolazione dei gradi di libertà atomii 21Lo sattering rate e l'e�etto Stark sono ambedue proporzionali a 
2, ovveroall'intensità della lue, e variano on il detuning Æ rispettivamente omeuna Lorentziana di assorbimento e dispersione; se il sistema è viino allarisonanza (jÆj � �) prevalgono gli e�etti di assorbimento, mentre per grandivalori del detuning solo gli e�etti dispersivi sono importanti.Nel aso opposto di alta intensità gli autostati del sistema sono le ombi-nazioni simmetria ed antisimmetria dei due naked states, sono separati inenergia di una quantità pari a ~
 e iasuno possiede una larghezza di rigapari a �0 = �=2.3.2 Manipolazione dei gradi di libertà atomiiPer iasun atomo, si possono individuare due lassi di gradi di libertà: quelliinterni, he riguardano la on�gurazione elettronia o lo stato di polarizza-zione (quando si onsidera l'atomo nel sistema di riferimento del entro dimassa), e quelli esterni, ovvero la posizione e il momento del suo entro dimassa. La manipolazione dei gradi di libertà interni sfrutta la possibilitàdi sambiare momento angolare tra atomi e lue polarizzata irolarmen-te, mentre il omportamento del entro di massa è modi�abile attraver-so lo sambio di momento lineare; le due interazioni possono inoltre essereombinate in ra�nati shemi di ra�reddamento laser quali l'�e�etto Sisi-fo� o il �VSCPT� (Veloity Seletive Coherent Population Trapping), hepermettono di raggiungere temperature ben inferiori al limite Doppler.Il pompaggio ottio, realizzato nel 1950 [Kas50℄, è stato il primo metodoin grado di utilizzare l'interazione elettromagnetia per modi�are gradi dilibertà atomii interni. Il meanismo è basato sul fatto he alune transizio-ni tra sottolivelli Zeeman dovute a lue polarizzata sono proibite dalle regoledi selezione (ovvero i loro elementi di matrie sono nulli per la onservazionedel momento angolare); sfruttando queste limitazioni si è in grado di forzareselettivamente aluni livelli ad e�ettuare transizioni, lasiando inalterati glialtri. Se il pompaggio dura abbastanza a lungo si può giungere a ondiziona-re fortemente le popolazioni degli stati di spin, polarizzando in questo modoil ampione; poihè il proesso omporta lo sambio di fotoni tra il fasioe gli atomi, questo risulta favorito in ondizioni di risonanza ed è di tipoassorbitivo.Appliazioni più reenti di manipolazioni ottihe a gradi di libertà interniriguardano ad esempio la realizzazione di aoppiatori d'usita a radiofre-quenza per la realizzazione di laser atomii [MAK97, BHE99℄: utilizzandouna radiazione di frequenza e intensità appropriata si è in grado di ambiareprogressivamente lo spin degli atomi intrappolati verso livelli on mz = 0,he non risentono dell'interazione magnetia e possono quindi usire in modoontinuo dalla trappola.Se la lue utilizzata è invee molto fuori risonanza non avvengono sambi



22 3. POTENZIALI OTTICI E MAGNETICIdi fotoni in quanto proibiti dalla onservazione dell'energia; l'e�etto dell'inte-razione elettromagnetia si presenta tuttavia sotto forma di una modi�adello splitting relativo tra i vari livelli Zeeman, e�etto tipiamnte dispersivo.Anhe quando si onsidera l'interazione fra i gradi di libertà esterni e lalue inidente, il parametro di detuning gioa un ruolo determinante.Si supponga ad esempio un fasio quasi risonante on vettore d'ondak he inide sugli atomi: i fotoni vengono assorbiti proporzionalmente allosattering rate �0 per essere poi riemessi; se il proesso di emissione avvie-ne in maniera non oerente, questa risulta ugualmente probabile nelle variedirezioni e dunque viene eduto in media ad ogni evento un momento paria ~k; questo omporta una variazione di momento nel tempo, ovvero unaforza (hiamata pressione di radiazione), pari a ~k�0. Questa forza viene o-munemente impiegata negli shemi di ra�reddamento laser (ad. es. in quelloDoppler) per rallentare fasi di atomi termii.Le forze dispersive, dette anhe forze di dipolo, sono invee ausate davariazioni spaziali del light shift �0. Se si utilizza un laser molto fuori riso-nanza per illuminare gli atomi, �0 risulterà trasurabile ed essi permarrannonello stato fondamentale, poihè l'assorbimento di fotoni violerebbe in ma-niera onsistente la onservazione dell'energia; l'energia del ground state nonè tuttavia ostante ma risulta dipendente dall'intensità del ampo inidenteattraverso �0. Questa variazione spaziale è interpretabile ome un'energiapotenziale, data da: V (r) = 12�jE(r)j2 (3.1)(dove � è la polarizzabilità atomia e jEj2 è l'intensità del ampo elettrio)he genera una forza uguale ed opposta al suo gradiente, detta forza di dipolo:F = �5 [~�0℄.Le forze di dipolo sono omunemente utilizzate in vari ambiti dell'ottiaquantistia perhè permettono una manipolazione selettiva e molto preisadei singoli stati atomii, senza modi�arne le popolazioni e mantenendo traessi preise relazioni di fase.In partiolare nel aso dei ondensati di Bose-Einstein un'uso appropriatodi queste forze ha reso possibile la ostruzione degli equivalenti atomii ditutti gli strumenti ottii (lenti, spehi, beamsplitters), permettendo osìsplendidi esperimenti di ottia atomia oerente, quali l'interferenza e ladi�razione di ondensati o il laser ad atomi.A detunings negativi (!l � !a < 0) orrispondono light shifts negativi:i massimi dell'intensità luminosa orrispondono dunque a punti attrattivi eosì, ad esempio, il waist di un laser foalizzato e spostato verso il rosso puòessere usato ome lente onvergente o addirittura ome trappola. Un fasiolaser molto intenso detunato verso il blu può al ontrario essere usato omespehio o ome beamsplitter.



3.3. Tenihe di intrappolamento e ra�reddamento 233.3 Tenihe di intrappolamento e ra�reddamentoA�nhè un gas di atomi possa ondensare è neessario he questo sia intrap-polato in una piola regione dello spazio e sia ra�reddato a temperaturemolto basse; svariate tenihe sono state proposte e realizzate per ottenerequesti sopi, tutte basate sull'utilizzo di ampi magnetii e/o ottii, statiio dinamii.Qui di seguito riportiamo una breve rassegna delle possibili realizzazionisperimentali 2.3.3.1 Trappole magneto-ottiheLa MOT (Magneto-Optial Trap), realizzata originariamente da Raab et al.[RPC87℄, è attualmente la trappola atomia più usata: essa è ostituita daun gradiente magnetio prodotto da un ampo di quadrupolo al quale sonosovrapposte tre oppie di fasi laser ontropropaganti he si inroiano adangoli retti nel punto on ampo magnetio nullo.Il ampo magnetio di quadrupolo è generato da una oppia di bobinein on�gurazione anti-Helmholtz e la on�gurazione �nale presenta uno zeroentrale e un gradiente di ampo orientato in direzione radiale, il ui modulolungo l'asse delle bobine è doppio rispetto a quello nelle direzioni trasverse(questo fatto disende direttamente dalla ondizione r � B = 0). I lasersono polarizzati irolarmente e leggermente fuori risonanza rispetto a unatransizione atomia (� � �), on parametro di detuning negativo (la fre-quenza luminosa è leggermente inferiore a quella di transizione degli atomiper permettere un e�ae ra�reddamento laser).Il on�namento magnetio degli atomi avviene attraverso l'interazione delampo magnetio on il momento magnetio atomio � = �BgFF, dove �B èil magnetone di Bohr e gF il fattore di Landè per lo spin totale F � L+S+I,dove L è il momento angolare elettronio, S lo spin elettronio e I lo spinnuleare.Se lo spin segue adiabatiamente il ampo magnetio, quest'ultimo eser-ita sull'atomo una forza F = �rU , dove il potenziale magnetio è datoda: U = �� �B = ��BgFmFB:Così, a seonda del segno di mF , l'atomo sarà attratto verso un minimo oun massimo del ampo; poihè non è possibile reare ampi magnetii statiihe presentino massimi loali, solo gli atomi attratti verso minimi del ampo(i low �eld seekers) possono essere intrappolati da ampi magnetii statii.Il ampo ombinato delle bobine e dei laser ausa per gli atomi unaprobabilità di assorbimento di fotoni ontropropaganti variabile nello spazio,2Per esaurienti informazioni sulle tenihe sperimentali sono disponibili in letteraturavari artioli di rassegna, tra i quali itiamo [CBY01℄ e [KDS-K99℄.



24 3. POTENZIALI OTTICI E MAGNETICIil ui e�etto omplessivo è quello di una forza frenante, sempre diretta versol'origine; per pioli spostamenti e veloità la forza può essere linearizzatanella forma: m�z + � _z + �z = 0;ovvero gli atomi desrivono all'interno della MOT un moto smorzato in unpotenziale armonio.Il arattere dissipativo della MOT la rende uno strumento estremamenteversatile, in quanto permette ontemporaneamente di intrappolare e ra�red-dare gli atomi. Tuttavia essa è in generale usata solo ome primo stadioverso la ondensazione, in quanto permette di on�nare ira 1010 atomi onuna densità di n = 1011 m�3 e ad una temperatura di ira 100 �K: talivalori danno una densità nello spazio delle fasi pari a � = n�3dB < 10�6, seiordini di grandezza inferiore a quella neessaria per la transizione.Il ra�reddamento a temperature inferiori è impedito dalle perdite heavvengono nel entro della trappola: qui infatti l'assunzione he gli spin se-guano adibatiamente l'andamento del ampo non può essere vera, in quantoome visto il ampo presenta uno zero nel entro ed ha un modulo he re-se radialmente (ovvero presenta una uspid nel entro). Un atomo on spinallineato on il ampo he passi per il entro non può dunque seguire adiaba-tiamente il ampo e, manando nell'origine un asse di quantizzazione, essoè libero di reorientarsi verso stati Zeeman non intrappolati: tali transizionisono dette Majorana spin �ip transitions.3.3.2 Trappole puramente ottiheL'utilizzo di radiazione luminosa molto fuori risonanza ome visto permettedi agire sugli atomi on le forze di dipolo, il ui arattere repulsivo o attrat-tivo è determinato dal segno del parametro di detuning. La più semplietrappola di dipolo, realizzata da Chu et al. [CBA86℄, onsiste nell'utilizza-re un fasio laser �red-detuned� fortemente foalizzato he on�na gli atominel punto di massima intensità. Con�gurazioni on due o tre fasi laserinroiati sono state proposte e realizzate e atomi intrappolati in fasi fuo-ri risonanza inroiati sono stati ra�reddati evaporativamente. Le trappoleottihe o�rono un ottimo ontrollo (sia spaziale he temporale) dei parame-tri di on�namento e possono essere aese o spente in tempi molto brevi;non essendo sensibili allo stato Zeeman degli atomi, esse permettono inoltredi intrappolare ontemporaneamente tutti i sottolivelli magnetii, ompresiquelli high �eld seeking.Mentre i tentativi di produrre ondensati di Bose-Einstein direttamentein trappole puramente ottihe non sono anora riusiti, il gruppo al MIT[S-KAC98℄ ha trasferito adiabatiamente un ondensato di sodio nello sta-to jF = 1; mF = �1 >, reato in una trappola magnetia, all'interno diuna trappola ottia: questo fatto ha loro permesso in seguito di aoppia-re, tramite radiazione risonante, il sottolivello mF = �1 on gli altri due,



3.3. Tenihe di intrappolamento e ra�reddamento 25aratterizzati da mF = 0;+1 (he sono high �eld seeking) e di indagare laformazione di domini di spin ed il tunneling fra i domini.Molti gruppi sperimentali stanno erando di realizzare la ondensazioneon trappole puramente ottihe e sembra possibile raggiungere tale obiettivonel prossimo futuro.3.3.3 Trappole puramente magnetihePer superare i problemi legati alle perdite dovute alle transizioni di Majoranasono stati sviluppati svariati shemi implementati su trappole puramentemagnetihe, he permettono tempi vite medie per gli atomi dell'ordine di unminuto.Nella Time Orbiting Potential (TOP) trap alla trappola quadrupolareviene sovrapposto un ampo di bias rotante he sposta lo zero di ampodal entro dalla trappola: il ampo aggiuntivo ruota su�ientemente veloeattorno alla trappola in modo he gli atomi ne sentano solo l'e�etto medio,ostituito dal osiddetto �death irle�.Un approio alternativo al problema è ostituito dalle on�gurazioni �al-la Io�e-Prithard�, nelle quali l'ampiezza di ampo nel minimo non è nulla equindi non avvengono le transizioni di Majorana. Molto usata negli esperi-menti è la QUIC trap, nella quale al ampo di quadrupolo viene aggiunta unampo trasverso di bias, generato da un'altra bobina: al variare dell'inten-sità di orrente, il ampo di bias prodotto sposta il minimo del potenzialedal entro e lo solleva �no ad un valore B0 6= 0. In partiolare attorno alminimo il ampo è on ottima approssimazione quadratio su una distanzadi qualhe millimetro, più he su�iente per i normali esperimenti realizzatisui ondensati (he riordiamo hanno una estensione tipia ompresa tra i10 e i 100 �m).Poihè tuttavia la profondità del potenziale generato dalle trappole pura-mente magnetihe è molto limitata, esse possono essere utilizzate solo omeseondo stadio verso la ondensazione: negli shemi sperimentali al loro uti-lizzo si fa preedere in genere un primo ra�reddamento degli atomi per mezzodi una o addirittura due MOT.3.3.4 Ra�reddamento evaporativoL'interazione magnetia è onservativa e dunque le on�gurazioni puramentemagnetihe possono essere usate solo per on�nare gli atomi, non per ra�red-darli; l'utilizzo di tenihe di laser ooling permette tuttavia di raggiungeresolo temperature dell'ordine del milliKelvin, tre ordini di grandezza superioria quelle neessarie per la transizione di Bose-Einstein.Un nuovo meanismo dissipativo per ra�reddare atomi on�nati, hia-mato ra�reddamento evaporativo, fu proposto orinariamente da Hess perl'idrogeno spin-polarizzato ed è ora largamente usato negli esperimenti di



26 3. POTENZIALI OTTICI E MAGNETICIondensazione. In generale la temperatura di un sistema on energia di lega-me �nita si abbassa quando dal orpo si allontanano (evaporano) le partiellepiù energetihe; esse portano via on loro una quantità di energia superiore aquella media del sistema e le ollisioni elastihe he seguono, e�ettuate dallepartielle rimaste nel sistema, portano ad una ritermalizzazione verso unatemperatura di equilibrio più bassa.La migliore tenia di evaporazione �nora realizzata è basata sull'aop-piamento tramite radiofrequenza di livelli intrappolati e liberi [DMJ95℄. Ilmetodo sfrutta il fatto he all'interno della trappola lo splitting tra i sot-tolivelli Zeeman dipende dalla posizione e quindi solo gli atomi on unaben de�nita distanza dall'origine possono essere in risonanza on la radia-zione inidente: si origina osì una �super�ie evaporativa� tridimensionale,attraverso la quale gli atomi possono e�ettuare transizioni verso stati nonon�nati. La tenia è molto vantaggiosa in quanto permette di lasiareinalterato il potenziale magnetio ed o�re un ontrollo molto preiso sullatemperatura �nale degli atomi.3.4 Retioli ottiiUn'onda stazionaria, generabile attraverso la retrori�essione di un laser, per-mette di ottenere un ampo la ui intensità varia sinusoidalmente nello spa-zio, esteso su una lunghezza di entinaia di periodi e la ui altezza può essereregolata on grande failità.Come visto nel par. 3.2, un atomo molto fuori risonanza rispetto ad unaradiazione inidente è sottoposto ad una forza di dipolo, il ui potenziale èproporzionale all'intensità del ampo elettrio (fr. eq. 3.1). Un ondensatoimmerso in un'onda stazionaria risente quindi di un potenziale periodio,stabile ed esente da imperfezioni, desritto da:Vret(z) = sEr os2�2�z� � = sEr2 os�2�zd �+ ost. (3.2)dove Er è l'energia di rinulo di un atomo he ha assorbito un fotone del re-tiolo (Er � h2=2m�2), s un parametro adimensionale e d � �=2 la distanzafra 2 buhe adiaenti.La natura ontemporaneamente quantistia e marosopia dei onden-sati di Bose-Einstein li rende strumenti ideali per la veri�a di aluni deifondamenti della meania quantistia e dei fenomeni apparentemente pa-radossali he essa prevede, quali la natura ondulatoria e deloalizzata dellamateria o la super�uidità.Dopo le prime misure di interferenza atomia realizzate al MIT [ATM97℄su due ondensati in espansione, l'analisi delle proprietà di oerenza dellamateria e le possibilità aperte dall'ottia atomia oerente sono diventatearee molto battute della riera di frontiera.



3.4. Retioli ottii 27L'utilizzo di retioli ottii ha permesso negli ultimi anni di sfruttare laversatilità e la oerenza dei ondensati per il raggiungimento di numerosi tra-guardi sienti�i, quali la realizzazione di un laser atomio impulsato [AK98℄,dell'e�etto Josephson [CBF01℄ o lo studio della ondensazione in dimensio-nalità ridotta (2D in [BCF01℄, 1D in [GBM01℄). Reentissimi esperimentihanno inoltre dimostrato la possibilità di realizzare nei ondensati osillazio-ni di Bloh ollettive [MMC01℄ o la transizione da uno stato super�uido aduno stato isolante di Mott [GME02℄.I retioli reati da laser a CO2, aratterizzati da una lunghezza d'ondamolto ampia e quindi da una separazione notevole tra i vari antinodi delpotenziale (d = 5:3 �m), permettono la realizzazione di atene lineari diondensati he possono essere risolti e manipolati ottiamente in modo in-dividuale [CSH00℄; poihè in questo aso la frequenza del laser è distantepiù di un ordine di grandezza dalla più viina transizione dipolare atomi-a i fenomeni di sattering spontaneo sono largamente soppressi (si hannoall'inira un evento ogni 600 s) ed è dunque atteso un grande tempo dioerenza dei singoli siti. Questi sistemi si presentano ome i andidati idealiper implementare array di �qubits� neessari alla realizzazione degli shemidi omputazione quantistia.



28 3. POTENZIALI OTTICI E MAGNETICI



Capitolo 4Riduzione di dimensionalità�Less is More�(Mies van der Rohe)In tutti i ampi della �sia (e della sienza in generale) la hiave per larisoluzione di un problema sta nel sempli�are il modello utilizzato, isolando iparametri fondamentali ed inludendo le proprietà salienti dell'oggetto sottoesame nel modello stesso.Si pensi ad esempio al problema dei due orpi, analizzato da I. Newtonnel suo trattato di astronomia: un uso appropriato delle simmetrie presentipermette di riondurre lo studio di un moto tridimensionale alla risoluzionedi equazioni monodimensionali tra loro disaoppiate.Gli attuali metodi di on�namento magnetio e/o ottio permettono larealizzazione di trappole ompletamente anisotrope, on forza di on�namen-to non lineare e diversa per iasuno dei tre assi. Tuttavia, per sempli�arela omprensione dell'esperimento e la leggibilità dei risultati, si utilizzanoin genere per i ondensati di Bose-Einstein potenziali armonii nelle singoledirezioni, on due delle tre frequenze selte uguali. L'apparato �nale risul-ta quindi ben desritto da un modello a simmetria ilindria: il ampioneassume una forma �a diso� nel aso in ui la forza on�nante assiale sia mag-giore di quella radiale, mentre si ottiene un oggetto �a sigaro� nella situazioneopposta.I ondensati immersi in retioli ottii unidimensionali mantengono learatteristihe di simmetria sopra desritte poihé sperimentalmente il po-tenziale sinusoidale viene posto nella direzione assiale, osì da preservare ilarattere ilindrio del modello.Se l'azione he desrive il sistema fosse separabile nelle variabili trasver-sale e radiali, la soluzione potrebbe essere desritta da due equazioni disa-oppiate, desriventi iasuna l'evoluzione nelle due direzioni. Nel aso dellaGPE la presenza del termine non lineare rende tuttavia il problema intrin-seamente non separabile: anhe l'utilizzo di una forma iniziale fattorizzataporta ad un sistema di due equazioni aoppiate.29



30 4. RIDUZIONE DI DIMENSIONALITÀSpesso la dinamia lungo una delle due oordinate non risulta parti-olarmente signi�ativa e può essere interessante erare di introdurre unaipotesi supplementare (fenomenologia) sulla forma della soluzione per ri-dursi ad una sola equazione. Naturalmente questa è una approssimazionehe va valutata volta per volta, sulla base dell'intuizione e he può essereveri�ata a posteriori, e�ettuando ad esempio paragoni on dati ottenutisperimentalmente o dall'analisi numeria del modello ompleto.Esamineremo in questo apitolo le diverse possibilità, presentate �noad oggi in letteratura, he permettono di ridurre il problema ad una solaequazione per la variabile assiale (radiale).4.1 Condensati ad auto-interazione molto deboleNella GPE tridimensionale il termine nonlineare è omposto da una o-stante di interazione g (eq. (2.5) ) he moltiplia una densità volumetria( j	(r; t)j2 ); in una equazione 1D il termine j (z; t)j2 è una densità linea-re e dunque, per preservare le dimensioni del termine di autointerazione, laostante g andrà divisa per una quantità omparabile ad un'area.Se l'evoluzione nelle due direzioni radiale e trasversa fosse disaoppiata,nel passare da un'equazione 3D ad una 1D sarebbe ragionevole dividere laostante di aoppiamento per una super�ie trasversa �aratteristia� delondensato. Nel limite di piola interazione un pahetto d'onda bidimen-sionale immerso in un potenziale armonio on frequenza aratteristia !?ha forma gaussiana on larghezza pari a ax = ay = a? =p~=m!? e quindiun raggio quadratio medio pari a:p<R2> =p<X2> + <Y 2> = p2a?Una possibililtà per ridurre la dimensionalità dell'equazione è dunquequella di dividere g per la sezione aratteristia 2�a2?, ottenendo osì laseguente espressione:i~� (z; t)�t = �� ~22m �2�z2 + V (z) + gN2�a2? j (z; t)j2� (z; t) (4.1)Dalle ipotesi sfruttate per ottenere la 4.1 disende he questa forma uni-dimensionale della GPE sarà una buona approssimazione al problema realenel aso di piola nonlinearità (piola lunghezza di sattering e/o piolonumero di atomi) e potenziale trasverso armonio: solo in queste ondizioniinfatti la dinamia trasversa non in�uenza quella radiale e la sezione trasversaha dimensione p2a?.Questa ipotesi per una equazione 1D è stata proposta da vari autori, adesempio Jakson et al. [JKP98℄ oppure Steel e Zhang [SZ98℄.



4.2. Ipotesi di ostanza delle dimensioni lineari 314.2 Ipotesi di ostanza delle dimensioni lineariUn'altro metodo possibile per ottenere una equazione a dimensionalità ri-dotta onsiste nell'imporre he le manipolazioni algebrihe non modi�hinole dimensioni spaziali della soluzione; questa ondizione può essere fail-mente soddisfatta nell'approssimazione di Thomas-Fermi, all'interno dellaquale, ome visto nel ap. 2, il potenziale himio determina ompletamentel'ampiezza radiale ed assiale del ondensato.La generia equazione di Gross-Pitaevskii d-dimensionale, in presenza diun potenziale armonio anisotropo, è:i~�	(r; t)�t = (� ~22m dXi=1 �2�x2i + m2 dXi=1 !2i x2i + U (d)0 N j	(r; t)j2)	(r; t)(4.2)dove la forma spei�a di U (d)0 dipende dalla dimensionalità; per d=3 vale:U (3)0 = g � 4�~2asm : (4.3)Il alolo analitio di U (d)0 è possibile all'interno dell'approssimazionedi Thomas-Fermi; trasurando il termine inetio (detto anhe di pressionequantistia) infatti si ha una semplie espressione per la funzione d'ondastazionaria: j	TF (r)j2 = 8<: �TF � V (r)U (d)0 N se �TF � V (r) > 00 altrimenti (4.4)Il valore del potenziale himio può essere allora riavato imponendo lanormalizzazione della funzione d'onda [TBJ00℄:1 = ZV ddr j	TF (r)j2 = (4.5)= ZV ddr 1U (d)0 N "�TF � m2 dXi=1 !2i x2i # == �TFU (d)0 N ( �RTF )d ZS(d)1 ddr �1� r2� == �TFU (d)0 N ( �RTF )d 2�d=2�(d=2) Z 10 dr rd�1 �1� r2� == �TFU (d)0 N ( �RTF )d 2�d=2�(d=2) �1d � 1d+ 2� == �TFU (d)0 N ( �RTF )d �d=2�(d=2 + 2)



32 4. RIDUZIONE DI DIMENSIONALITÀdove �! = dqQdi=1 !1 � : : :� !d è la media geometria delle frequenze,�RTF = q2�=m �!2 il raggio medio di Thomas-Fermi e S(d)1 e la sfera d-dimensionale di raggio unitario S(d)1 , la ui super�ie vale 2�d=2=�(d=2).Si arriva osì ad una espressione per la ostante di autointerazione hedipende solo dalla dimensionalità e dal potenziale himio:U (d)0 = �TFN ( �RTF )d �d=2�(d=2 + 2) (4.6)Dalle eq. (4.3) e (4.6) si ha l'espressione espliita per il potenziale himioin 3 dimensioni (a�! �q~=m�!(3D)):�TF = ~�!2 �15Nasa�! �2=5 (4.7)e l'equazione �nale risulta:i~�	(r; t)�t =( dXi=1�� ~22m �2�x2i + m2 !2i x2i�+�d=2�TF ( �RTF )d�(d=2 + 2) j	(r; t)j2)	(r; t)(4.8)Quest'ultima espressione risulta valida per qualunque valore di d ed as-siura he, al variare della dimensionalità, il potenziale himio (e quindil'estensione spaziale della soluzione) resterà �ssato al valore del problemareale 3D.La trattazione appena svolta risulta esatta in approssimazione di TF edin presenza del solo potenziale armonio. Un alolo del potenziale himioon un potenziale periodio aggiuntivo risulta invee non failmente a�ron-tabile analitiamente, anhe nell'approssimazione di TF: il metodo preednterisulta quindi utilizzabile solo se il retiolo perturba in maniera trasurabileil potenziale armonio.Chiaramente questo metodo fallise se le ondizioni analizzate sono talida essere al di fuori dell'approssimazione di TF: in questo aso il potenzialehimio non è alolabile analitiamente nemmeno in presenza del solo po-tenziale armonio ed è quindi impossibile appliare il suddetto ragionamento.È inoltre possibile prevedere he, nelle ondizioni di Thomas-Fermi (sod-disfatte in moltissimi degli esperimenti realizzati), l'evoluzione generata dauna qualsiasi GPE unidimensionale, quale ad esempio la (4.1) o la (4.8),risulterà sostanzialmente di�erente da quella prodotta dal modello origina-rio 3D. Vedremo infatti nel prossimo apitolo he l'estensione assiale di unondensato, inizialmente intrappolato in un potenziale armonio, nel limitedi Thomas-Fermi evolve durante un'espansione libera proporzionalmente adun parametro �z, he nel modello 1D soddisfa:��z(t) = !2z(0)�z(t)2



4.3. Ipotesi gaussiana nella direzione trasversale 33mentre nel aso reale 3D obbedise a:��z(t) = !2z(0)�2z(t)�2?(t)�on ��?(t) = !2?(0)�z(t)�3?(t)� :onle ondizioni iniziali �(0) = 1; _�(0) = 0. Non è di�ile prevedere he laprima equazione omporta una resita molto più rapida del parametro �z,ovvero delle dimensioni assiali del ondensato.Le equazioni unodimensionali presentate non sono dunque siuramen-te buoni modelli desrivere l'espansione libera del sistema (mentre, omevisto, esse possono essere appropriate per trovare lo stato fondamentalerispettivamente nelle due approssimazioni proposte).4.3 Ipotesi gaussiana nella direzione trasversaleCome ben noto, lo stato fondamentale di un pahetto d'onda quantistio disingola partiella all'interno di un potenziale armonio ha una forma gaus-siana. In presenza di un potenziale a simmetria ilindria, on omponenteradiale armonia, può essere allora plausibile anhe per un ondensato inte-ragente un Ansatz di tipo gaussiano per la forma trasversale della funzioned'onda. Questo modello, sviluppato da Salasnih et al. [Sal01, SPR02℄, por-ta ad una equazione di Gross-Pitaevskii modi�ata, hiamata NPSE (NonPolinomial Shrödinger Equation), dipendente solo dalla variabile assiale: ladinamia radiale, desritta dalla larghezza �o(z; t), risulta espressa da unaequazione algebria hiusa, funzione della parte assiale.La NPSE può essere riavata tramite una derivazione funzionale, in pre-senza di un potenziale armonio nella direzione radiale e generio in quellaassiale: V(r) = 12m!2?r2 + V (z)L'azione orrispondente alla GPE è allora data da:S [	℄ = Z dtZ d3r 	��i~�t + ~22mr2 � 12m!2?r2 � V (z) � gN2 j	j2�	(4.9)E�ettuando ora per la funzione d'onda l'Ansatz fattorizzato:8><>:	(r; t) = ��r; t;�o(z; t)� (z; t)��r; t;�o(z; t)� = 1p��o e�r2=2�2o



34 4. RIDUZIONE DI DIMENSIONALITÀon normalizzazione R dz j (z; t)j2 = 1 e sotto l'ipotesi supplementare her2� � r2?�, ovvero he la larghezza trasversa sia una funzione �a variazionelenta� rispetto alla variabile assiale1 , è possibile risrivere l'azione ome:S[	℄ = Z dtZ dz  ��i~�t + ~22mr2z � V (z)� 12gN j j2 Z dr 2�rj�j4� ++Z dtZ dz  ��Z dr 2�r�� �i~�t + ~22mr2? � 12m!2?r2��� L'uso delle seguenti identità:i~Z dr 2�r � �� _� = 0~22m Z dr 2�r � ��r2?� = � ~22m�2o�12m!2? Z dr 2�r � r2j�j2 = �12m!2?�2oZ dr 2�r � j�j4 = 12��2opermette di integrare l'azione sulle oordinate radiali e di arrivare alla forma�nale per l'azione:S[	℄=Z dtZ dz L�z; t; �(z; t)� ==Z dtZ dz  ��i~�t + ~22mr2z � V (z)� gN2 j j22��2o � ~22m�2o � m!2?�2o2 � Le equazioni di Eulero-Lagrange�t �L�(�t�) = �L�� � �� �L�(���) (4.10)appliate all'azione permettono di riavare le equazioni del moto per lalarghezza trasversa: �o(z; t) = a? 4p1 + 2asN j 2(z; t)j (4.11)e per la funzione d'onda assiale, la NPSE:i~ _ (z; t) = �� ~22mr2z + V (z) + gN2��2o j (z; t)j2 + ~!?2 �a2?�2o + �2oa2?�� (z; t)(4.12)È interessante notare he la larghezza della gaussiana risulta desritta dauna semplie equazione algebria e non di�erenziale ome i si aspetterebbe1Un'approfondimento su questo punto è riportato nell'appendie B.



4.3. Ipotesi gaussiana nella direzione trasversale 35onsuetamente: l'aver trasurato il termine inetio assiale per �o ha infattiportato all'assenza di termini derivativi nell'espressione.Le due equazioni sono anora aoppiate, ma si può ora sostituire l'espres-sione espliita di �o nell'equazione per  , riduendosi osì alla risoluzione diuna sola equazione di�erenziale, aoppiata ad una equazione algebria darisolvere solo quando si voglia onosere l'e�ettiva forma del pahetto.Osserviamo he, a onfronto on la GPE originaria (2.9), l'ipotesi gaus-siana sulla parte trasversa omporta una modi�a del oe�iente della partenonlineare e la presenza di due termini aggiuntivi nell'eq. (4.12).Come si può dedurre dai passaggi e�ettuati per arrivare all'azione sem-pli�ata, gli ultimi due termini presenti nella NPSE disendono dai ontri-buti all'Hamiltoniana totale generati rispettivamente dalla parte inetia epotenziale della gaussiana trasversale.La modi�a del oe�iente g può essere interpretata ome un ra�namen-to del metodo sviluppato nel par. 4.1: g viene diviso per una sezione e�aehe questa volta risulta dipendente dai parametri del ondensato (as e N) ein partiolare funzione della oordinate assiale e temporale tramite la densitàj (z; t)j2. Essendo dedotta on un proedimento variazionale, �o si adattaallo stato del sistema, minimizzando l'energia in ogni istante dell'evoluzione.Nel limite di bassa interazione (asN j j2 � 1) si ha �o � a? e la NPSE siridue alla forma proposta nel par. 4.1 (trasurando fattori additivi ostantihe non in�uenzano la dinamia).Nel limite opposto di forte interazione (o di Thomas-Fermi) si ha invee:i~ _ (z; t) = (� ~22mr2z + V (z) + 32 gpN2�a2?p2as j (z; t)j) (z; t) (4.13)Nelle due approssimazioni presentate si nota un fatto importante: al pas-sare dal aso debolmente a quello fortemente interagente, ambia il aratterenonlineare dell'equazione (l'esponente del termine di densità passa da 2 ad1, ovvero l'equazione ambia da ubia a quadratia).Trasurando il termine di derivate spaziali, la versione stazionaria dell'eq.(4.13) ammette la seguente soluzione analitia:jf(z)j2 = 29 1(~!?)2asN [�� V (z)℄2; (4.14)la natura quadratia dell'equazione originaria genera nella forma di Thomas-Fermi una dipendenza quadratia da [� � V (z)℄, invee he lineare omesi ottiene in tale limite per una generia equazione di Gross-Pitaevskii d-dimensionale.È da notare in�ne he l'espressione (4.14) può essere ottenuta a partiredall'equazione 3D, e�ettuando prima il limite di Thomas-Fermi ed in se-guito integrando sulle variabili x ed y (on la sola di�erenza he il fattoremoltipliativo trovato sarebbe 1/4 invee di 2/9).



36 4. RIDUZIONE DI DIMENSIONALITÀLa NPSE è stata �no ad ora utilizzata per desrivere ondensati nellostato fondamentale di una trappola armonia �a sigaro�, ottenendo per ladensità assiale un aordo on la soluzione esatta 3D molto migliore di quellipresentati dagli altri modelli unidimensionali desritti nel presente apitolo.L'equazione è stata suessivamente impiegata per studiare le eitazioniollettive del ondensato.Riteniamo quest'ultimo metodo il più adatto a ridurre la dimensionalitàdel problema proprio per il suo arattere �dinamio� e lo utilizzeremo perstudiare ondensati in presenza di un retiolo ottio, adattandolo anhe alaso dell'espansione libera, ome mostreremo nel prossimo apitolo.



Capitolo 5Evoluzione in potenzialidipendenti dal tempoA partire da una tenia di saling omunemente utilizzata, verrà in questoapitolo derivata una nuova equazione unidimensionale per desrivere l'evo-luzione di ondensati in potenziali armonii anisotropi dipendenti dal tempo.L'appliazione di questa teoria ad un partiolare esperimento verrà disussanel suessivo apitolo 7.5.1 Risalamento dinamio del retioloNello sviluppo di questa tesi è stato fatto uso di un idea, elaborata da variautori [CD96, KSS96, KSS97℄, he permette di estendere l'approssimazionedi Thomas-Fermi a potenziali armonii dipendenti dal tempo.La modi�a del potenziale esterno ausa una variazione delle sale fon-damentali di lunghezza del problema, identi�ate on az e a?; l'idea è alloraquella di e�ettuare una trasformazione di oordinate in modo he, nel nuovosistema di riferimento, le lunghezze aratteristihe risultino ostanti.A partire dal omportamento di un gas lassio (analizzato nell'appen-die A), in ref. [CD96℄ vengono derivate un risalamento di oordinate eduna trasformazione di gauge da inserire ome Ansatz nella funzione d'onda:questa ipotesi permette di arrivare ad una equazione per una funzione d'on-da �ridotta� dalla quale è stato tolto il momento loale dovuto all'evoluzionedel gas lassio. La funzione d'onda �ridotta� si muove in un potenziale �t-tizio ostante e le modi�azioni dovute alla variazione del potenziale sonodesritte eslusivamente dai parametri di sala.Il metodo sopraitato onsiste nel risrivere la funzione d'onda nellaforma: 	(r; t) = e�i�(t)e im2~ P rj � rj _�j(t)�j(t) ~	�n rj�j(t)o ; t�p�1(t)�2(t)�3(t) (5.1)37



38 5. EVOLUZIONE IN POTENZIALI DIPENDENTI DAL TEMPOe nel postulare per i parametri di sala � le seguenti:��j(t) = !2j (0)�j(t)�1(t)�2(t)�3(t) � !2j (t)�j(t) (5.2)on le ondizioni iniziali �(0) = 1 e _�(0) = 0.L'operazione 	 �! ~	 è una trasformazione unitaria he omporta:� un fattore di fase globale (inin�uente per quanto riguarda la dinamiadel sistema),� una trasformazione di gauge loale (dal momento totale viene sottrattoil momento loale di un gas lassio in espansione1),� un risalamento delle oordinate.Segliendo �(t) tale he _� = �=~�1�2�3, la sostituzione della forma ri-salata (5.1) nella GPE (2.9) on potenziale armonio anistropo porta2 allaseguente equazione di evoluzione per la funzione ridotta:i~�t ~	(r; t) = (� ~22mXj �2rj�2j (t) + m2 Xj r2j  !2j (t) + ��j(t)�j(t)!++gN j~	(r; t)2j � ��1(t)�2(t)�3(t) )~	(r; t)on la ondizione iniziale ~	(r; 0) = 	(r; 0).L'inserimento della (5.2) in quest'ultima omporta l'eliminazione, all'in-terno della parentesi tonda, del termine !2j (t):i~�t ~	(r; t) = (� ~22mXj �2rj�2j(t) + m2 Xj r2j  !2j (0)�2j (t)�1(t)�2(t)�3(t)!++gN j~	(r; t)2j � ��1(t)�2(t)�3(t) )~	(r; t)e quindi ondue alla forma �nale:i~�t ~	(r; t) = (� ~22mXj �2rj�2j(t) + V (r; 0) + gN j~	(r; t)2j � ��1(t)�2(t)�3(t) )~	(r; t): (5.3)Come si può dedurre dai aloli presentati, l'Ansatz per l'evoluzione deiparametri di saling ha sostituito al potenziale armonio all'istante t il suo1Nell'appendie A mostriamo il momento del gas lassio è dato da: pl(r; t) =m _�(t)r(t)=�(t).2I dettagli dei aloli possono essere dedotti da quelli simili riportati nel par. 5.2.



5.1. Risalamento dinamio del retiolo 39valore all'istante t = 0: questo signi�a he la funzione �ridotta� è immersain ogni momento in un potenziale �ttizio ostante. Vedremo he la presenzanell'equazione di un potenziale ostante sarà di fondamentale importanza nelseguito del lavoro.Nel limite di Thomas-Fermi le derivate spaziali possono essere trasuratee l'equazione (5.3) ammette una soluzione risalata la ui densità è data da:���~	TF (k; t)���2 = ���~	TF (k)���2 = 8<: �TF � m2 P!2j (0)k2jgN se �TF � V (k; 0) > 00 altrimentihe porta alla seguente forma per la densità reale:j	TF (r; t)j2 = 8><>: �TF � m2 P!2j (0) r2j�2j (t)gN�1(t)�2(t)�3(t) se �TF � V (r=�; 0) > 00 altrimention la aratteristia forma a paraboloide invertito, questa volta però dipen-dente dal tempo.Per un sistema he veri�hi solo in parte le ipotesi di Thomas-Fermi,l'equazione (5.3) prevede omunque he j~	j2 evolva in maniera molto lenta,in quanto il termine di energia inetia e il numeratore della frazione nelmembro di destra risultano pioli.Per illustrare l'utilità della trasformazione introdotta onsideriamo il asodi apertura istantanea al tempo t = 0 di una trappola a simmetria ilindriae a forma di sigaro (ovvero on !x = !y = !? � !z); introduendo ilparametro � � !z(0)=!?(0) � 1 e la oordinata temporale adimensionale� � !?(0)t, le equazioni (5.2) sempli�ano in:d2d�2�?(�) = 1�3?�zd2d�2�z(�) = �2�2?�2z (5.4)Espandendo ora in serie di potenze le soluzioni delle equazioni di�eren-ziali, si ottiene all'ordine 0 in ��z = 1 �?(�) =p1 + �2 (5.5)e al seond'ordine per l'espansione assiale si ha�z(�) = 1 + �2 �� artan(�)� lnp1 + �2�+O(�4): (5.6)Ambedue i parametri di saling ammettono un andamento asintotiolineare e si ottiene per l'aspet ratio �nale il valorelim�!1 RTF?RTFz = 2��



40 5. EVOLUZIONE IN POTENZIALI DIPENDENTI DAL TEMPOOsserviamo inoltre he in un alolo numerio il numero di punti delretiolo è spesso un fattore ritio, he ondiziona pesantemente la memoriautilizzata e la durata del alolo stesso; l'utilizzo del risalamento dinamiopermette un signi�ativo risparmio di tempo e risorse, in quanto onsentedi lavorare on retioli la ui estensione è molto minore di quella realmenteoupata dal ondensato.Si pensi ad una espansione libera di 30�40ms: tipiamente il ondensatoaumenta le sue dimensioni assiali di un fattore 2 e quelle radiali di un fattore10. Si può intuire quanto questo metodo sia fruttuoso dai dati esposti nelparagrafo 6.2: aumentare l'estensione spaziale del retiolo senza diminuire ladensità di punti ostringerebbe a ompiere trasformate di Fourier di vettoripiù grandi, on un aumento del tempo di alolo pari ad un fattore2N log2 2NN log2N = 2�1 + log2 2log2N� � 2per un aso unidimensionale (e ad un fattore 200N log2(200N)=Nlog2N �200 per un alolo tridimensionale)3.È da notare in�ne he il trattamento sviluppato �n ora è esatto e nonomporta aluna approssimazione: la trasformazione di gauge ha assorbitoin un'equazione di�erenziale per i parametri di saling il momento dovu-to all'espansione del gas lassio (ovvero di quello in approssimazione diThomas-Fermi), lasiando alla funzione �ridotta� solo l'evoluzione dovuta alsuo sostamento da tale stato, oppure alla non-armoniità del potenziale.5.2 Equazione unidimensionale di evoluzioneL'obiettivo di questo lavoro è srivere un'equazione 1D in grado di desrivereon ompletezza i fenomeni di tipo assiale, senza perdere di vista i gradi dilibertà trasversali, in presenza di potenziali dipendenti dal tempo. Il prezzopagato per ridurre la dimensionalità del problema onsiste nell'introdurreapprossimazioni in grado di sempli�are il problema senza stravolgerne leproprietà �sihe. Di seguito verrà sviluppato il proedimento logio seguitoper riavare l'equazione.Come prima approssimazione all'equazione ompleta, seguendo il modelloproposto da Salasnih et al. [Sal01, SPR02℄, postuliamo una funzione d'ondafattorizzata a simmetria ilindria; per quanto riguarda la parte trasversa,si è mantenuta l'ipotesi gaussiana, poihé tale selta permette di risolvereanalitiamente tutte le integrazioni sulle variabili radiali.La formulazione originaria, nella quale �o(z; t) = a? 4p1 + 2asN j (z; t)j2,non si presta tuttavia a una generalizzazione immediata al problema in esamenel presente lavoro: nell'artiolo itato, infatti, la deduzione dell'equazione3Per un esempio di appliazione della tenia di saling ad un'equazione tridimensionalesi veda [MPC02℄.



5.2. Equazione unidimensionale di evoluzione 41è stata e�ettuata in presenza di un potenziale esterno ostante nel tempo.Come si vede, la forma funzionale di �o ontiene espliitamente la grandezzaaratteristia a?, he tuttavia varia al variare della forma del potenziale ar-monio esterno. Se si volesse ad esempio utilizzare l'originale equazione perdesrivere l'espansione libera di un gas, la teoria darebbe risultati non onsi-stenti; ponendo a? =p~=m!?(0) si otterrebbe durante l'espansione un re-stringimento delle dimensioni trasverse; se invee si usasse a? =p~=m!?(t)si otterrebbe per t > 0 un valore in�nito della larghezza �o 4.La risoluzione all'apparente di�oltà può essere trovata oniugando laNPSE on l'idea del risalamento dinamio: ome antiipato nel paragra-fo preedente la funzione d'onda �ridotta� risulta immersa in ogni istantedell'espansione in un potenziale �ttizio armonio e ostante.La presenza di questo termine e�ettivo non omporta nessuna appros-simazione supplementare sulla soluzione e nase eslusivamente dalla parti-olare forma della trasformazione di gauge imposta: esso risulterà dunquepresente anhe quando la trasformazione venga e�ettuata sulla NPSE.Proprio questo termine permetterà inoltre di ottenere un valore sempre�nito per la larghezza trasversa, anhe nel aso di apertura istantanea delpotenziale di trappola.La forma ompleta dell'Ansatz è dunque:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
	(r; t) = ��r; t;�(z; t)� (z; t)��r; t;�(z; t)� = 1p���?(t) e im2~ r2 _�?(t)�?(t) e� r22�2�2?(t) (z; t) = 1p�z(t) e im2~ z2 _�z(t)�z(t) ~ �� z�z(t)� ; t�on la normalizzazione (k � z=�z):Z dz j (z; t)j2 = Z dk j ~ (k; t)j2 = 1e le equazioni di evoluzione (5.2) per i parametri �:��j(t) = !2j (0)�j(t)�1(t)�2(t)�3(t) � !2j (t)�j(t)on le ondizioni iniziali �(0) = 1 e _�(0) = 0.La gaussiana trasversa presenta quindi una larghezza reale pari a:�(z; t) � �(z; t)�?(t):4Il risultato è intuibile, in quanto la formulazione variazionale utilizzata per dedurre laNPSE trova, data l'energia al tempo t, il valore di �o he rende stazionaria l'azione, ovveroquello di minima energia, he orrisponde in questo aso al ondensato ompletamentedisperso nello spazio e quindi desritto da una larghezza in�nita.



42 5. EVOLUZIONE IN POTENZIALI DIPENDENTI DAL TEMPOQuesta forma tentativa orrisponde a imporre alla parte trasversa una lar-ghezza he risulti il prodotto del parametro di saling radiale di una Thomas-Fermi per una quantità dedotta variazionalmente: i si aspetta dunque hele dimensioni trasverse di � sul retiolo risalato (ontrollate dalla larghez-za �) varino lentamente nel tempo, in quanto la gran parte dell'evoluzionetrasversa dovrebbe essere eduta al parametro �?.Data l'azione di Gross-Pitaevskii per l'evoluzione in presenza di un po-tenziale ombinato, ostituito da una omponente armonia anistropa dipen-dente dal tempo e da una parte supplementare V+ assiale generia:S [	℄ = Z dtZ d3r	�8<:i~�t + ~22mr2 � 12m Xj=z;?!2j (t)r2j � V+(z; t)� gN2 j	j29=;	(5.7)riportiamo di seguito i aloli, in parte analoghi a quelli svolti nel par. 4.3,neessari per sostituire la nuova forma fattorizzata di 	 nell'espressione perl'azione (5.7).Sviluppo della derivata temporale di �:i~�t�= �i~ _�?�? � m2 r2 ��?�? + m2 r2 _�?2�2? + i~r2 _�?�2�3? + i~ _�� � r2�2 � 1�!� == �i~ _�?�? � m!2?(0)2 r2 1�z�? + m2 !2?(t)r2+m2 r2 _�?2�2? + i~r2 _�?�2�3? + i~ _�� � r2�2 � 1�!�Sviluppo del termine inetio proveniente da �:~22mr2?� =  i~ _�?�? � ~2m�2�2? � m2 r2 _�?2�2? � i~r2 _�?�2�3? + ~22m r2�4�4?!�Si ha allora:Z dr 2�r ����i~�t + ~22mr2? � m2 !2?(t)r2�� = � ~22m 1�2�2?�m!2?(0)2 �2�z�2?Integrazione radiale del termine di interazione:Z dr 2�r � j�j4 = 12��2�2?Sviluppo della derivata temporale di  :i~�t = e im2~ z2 _�z�zp�z  � i~2 _�z�z � m2 z2 ��z�z � _�z2�2z !



5.2. Equazione unidimensionale di evoluzione 43+i~�t � i~z _�z�2z �k! ~ (k)= e im2~ z2 _�z�zp�z  � i~2 _�z�z � m2 z2!2z(0)�3z�2? + m2 !2z(t)z2 + m2 z2 _�z2�2z+i~�t � i~z _�z�2z �k! ~ (k)Sviluppo del termine inetio proveniente da  :~22mr2z = e im2~ z2 _�z�zp�z  i~2 _�z�z + i~z _�z�2z �k � m2 z2 _�z2�2z + ~22m 1�2zr2k! ~ (k)Se ora si utilizza un proedimento variazionale sull'azione osì sempli�-ata, si ottengono per ~ e � due equazioni di�erenziali aoppiate e quindiun modello bidimensionale di evoluzione. Una disussione più approfonditadi questo punto è riportata nell'appendie B.Se invee, seguendo [Sal01℄, si onsidera � ome una funzione �lenta� diz, ovvero si approssima r2� � r2?�, si arriva alla forma �nale per l'azione,espressa ompletamente in funzione della variabile risalata k:S[	℄=Z dtZ dk ~ �(k)(i~�t + ~22m 1�2zr2k � m!2z(0)2 k2�z�2? � ~V+(k; t) +� ~22m 1�2�2? � m!2?(0)2 �2�z�2? � 12 gN2��2 j ~ j2�z�2?) (k) (5.8)Da questa si possono, tramite le equazioni di Eulero-Lagrange (4.10),estrapolare le equazioni del moto per la larghezza �:�(k; t) = a? 4q�z(t) + 2asN j ~ (k; t)j2 (5.9)he ondue ad una larghezza reale, espressa in termine della funzione d'ondaoriginaria, pari a:�(z; t) � �(z; t)�?(t) = a?�?(t) 4r�z(t)�1 + 2asN j (z; t)j2� (5.10)E�ettuando un paragone on la �o (4.11) della teoria indipendente dal tempo,vale la seguente uguaglianza: � = �? 4p�z�o;la presenza del fattore �? è attesa in quanto postulata nell'Ansatz iniziale:esso serve a risalare nel tempo la grandezza aratteristia a? presente in



44 5. EVOLUZIONE IN POTENZIALI DIPENDENTI DAL TEMPO�o. La dipendenza dal fattore �z risulta invee una aratteristia peuliaredi questo modello.Per la funzione d'onda assiale ridotta ~ il metodo variazionale fornise:i~�t ~ (k) = (� ~22m 1�2zr2k + ~22m 1�2�2? + ~V+(k; t) + (5.11)+ 1�z�2? �m!2z(0)2 k2 + m!2?(0)2 �2 + gN2��2 j ~ j2�) ~ (k)Nel membro di destra dell'equazione si trovano nell'ordine: le parti inetiheassiale e radiale, il potenziale supplementare assiale, i potenziali �ttizi assialee radiale e il termine di autointerazione risalato tramite una sezione e�ae.L'espressione qui trovata è, dal punto di vista matematio, una equazioneunidimensionale di Shrödinger non lineare, funzione di variabili risalatetramite un sistema di equazioni di�erenziali: introdurremo per identi�arel'equazione nel seguito del lavoro il nome di dynamially resaled Gross-Pitaevskii Equation (dr -GPE).Si può veri�are he la NPSE (4.12) si ottiene ome aso partiolaredella dr -GPE (5.11) in presenza di potenziali armonii non nulli e ostantinel tempo: in queste ondizioni infatti la trasformazione unitaria presentenell'eq. (5.1) risulta essere l'identità e quindi la deduzione svolta in questasezione si ridue a quella del par. 4.3.Nel aso di potenziali stazionari l'energia totale del sistema è una ostantedel moto e si onserva durante l'evoluzione; il funzionale energia è riavabileome integrale della trasformata di Legendre della densità di Lagrangiana(avendo ura di sottrarre da essa la parte ontenente la derivata temporale)e, per la GPE libera, è dato da:E[	℄ = Z d3r � jP	j22m + 12gN j	j4� : (5.12)Se alolato per l'equazione 1D appena trovata, disendente dall'azione(5.8), si ottiene:E[	℄ = Z dz � jPz j22m + jP?�j22m j j2 + 12gN �Z d2rj�j4� j j4� == Z dk " 12m �����Pk�z +m _�zK� ~ ����2 +� ~22m 1�2�2? + m2 �2 _�2?� j ~ j2 ++12 gN2��2�2? j ~ j4�z # (5.13)Nell'espressione funzionale si notano nell'ordine i seguenti ontributi: le ener-gie inetihe assiali e radiali e l'energia di interazione. Gli operatori di mo-mento totale dai quali si riavano le energie inetihe sono omposti iasuno



5.2. Equazione unidimensionale di evoluzione 45dalla somma di due termini: il primo è il momento alolato nel sistema dioordinate �ridotto�, il seondo è dovuto al risalamento stesso del sistemadi oordinate e oinide on il momento (A.1) posseduto da un gas lassioin espansione. I aloli dettagliati sono rinviati all'appendie C.Essendo assente nell'azione utilizzata, il ontributo proveniente dal termi-ner2z� non ompare nemmeno nell'espressione dell'energia: l'approssimazio-ne sarà ben posta se questa quantità rimarrà trasurabile rispetto all'energiatotale per tutta la durata dell'evoluzione.L'espressione algebria dell'energia assoiata al termine < r2z >�, alo-lata nell'appendie B, è data da:� ~22m < r2z >� = ~22m Z dk �02�2�2z j ~ j2 == ~22m Z dz �2z16 �2asN � �z(j j2)�2(1 + 2asN j j2)2 j j2(dove �0 � �k�).Il termine in questione è dunque piolo se j j2 (o equivalentemente j ~ j2)presenta piole variazioni spaziali, ovvero se l'energia inetia assiale dellafunzione d'onda 1D è trasurabile rispetto alle altre quantità.È stato numeriamente veri�ato he, nello stato fondamentale di unatrappola armonia, per un ampio spettro di valori di N e  � !?=!z il ontri-buto all'energia proveniente dal termine (5.14) è inferiore all'1% dell'energiatotale; durante l'espansione inoltre l'energia inetia assiale rese in modomolto lento (in quanto l'evoluzione avviene prinipalmente nella direzionetrasversa). Riteniamo dunque he, in assenza del retiolo, l'approssimazionedi �variazione lenta� sia ben posta.In presenza del retiolo il ontributo (5.14) può essere invee non trasu-rabile: lo stato fondamentale all'interno della trappola è infatti aratterizzatoda �uttuazioni di densità su piola sala (vedi �g. 7.2) he fanno aumentarel'energia inetia assiale e possono rendere apprezzabile, per alte intensitàdel retiolo, la quantità trasurata. Nonostante questa energia non sia pi-ola, ome vedremo nel apitolo 7 il modello è in grado di desrivere in modomolto aurato sia le proprietà assiali he il pro�lo medio trasverso su tuttoil range di parametri studiati.



46 5. EVOLUZIONE IN POTENZIALI DIPENDENTI DAL TEMPO



Capitolo 6Analisi numeriaLe simulazioni presentate in questo lavoro di tesi sono state e�ettuate utiliz-zando algoritmi he implementano la risoluzione numeria della GPE, nellesue varianti unodimensionali presentate nei app. 4 e 5, per la riera dellostato fondamentale di un ondensato in una trappola e per lo studio dellasua evoluzione in seguito allo spegnimento della trappola.Il linguaggio di programmazione utilizzato è il Fortran 90, selto per lasempliità delle sue regole sintattihe e per il gran numero di routine dispo-nibili in letteratura. Rispetto alla versione 77, la 90 presenta una notevole�essibilità per quanto riguarda l'utilizzo di vettori e matrii: al suo internoè infatti in grado di gestire questi ome singoli oggetti in operazioni ome lamoltipliazione per uno salare o l'addizione, evitando osì lunghi e omples-si ili iterativi. Inoltre la possibile suddivisione dei programmi in moduliinterni o esterni ne failita ulteriormente la srittura.Nel presente apitolo verranno desritti i onetti �sii ed i metodi nu-merii impiegati per srivere i odii neessari alle simulazioni.6.1 Riera dello stato fondamentalePer quanto riguarda la riera dello stato fondamentale all'interno della trap-pola, si è utilizzata un'evoluzione in tempo immaginario, la ui motivazione�sia può essere spiegata ome segue. Si immagini di numerare gli autovettoridell'Hamiltoniana da 0 ad 1 seondo la loro energia e di somporre il vet-tore di stato su questa base: j	>=P1n=0 nj	n>; la sostituzione t 7! �i�trasforma U(t) in ~U(�) = e�H� , operatore non unitario he manda a zeroiasuna omponente on una �veloità� proporzionale alla sua energia.Utilizzando ~U(�) per e�ettuare evoluzioni temporali in�nitesime, iasu-na seguita da una rinormalizzazione ad 1 del vettore, si otterrà al passaredel tempo un vettore la ui energia derese in modo esponenziale �no ad47



48 6. ANALISI NUMERICAassestarsi su quella propria dell'autostato fondamentale j	0>:j	(�)>� e�H� j	>k e�H� j	> k = P1n=0 e��Ennj	n>kP1n=0 e��Ennj	n> k �!(�!1) j	0> :Una derivazione alternativa dello stesso metodo è possibile a partire dalfunzionale energia del sistema:E[	℄ = Z d3r 	��r22 + V + gN2 j	j2�	 (6.1)Se se ne e�ettua la derivata funzionale rispetto a 	� si ottiene:ÆEÆ	� = ��522 + V + gN j	j2�	 � H	:Una trasformazione in�nitesima del tipo:	 �! (I �H�)	porta allora il vettore d'onda ad evolvere nel suo spazio dei parametri indirezione opposta a tale gradiente, ovvero verso lo stato a minima energia, lostato fondamentale; l'operatore trovato è lo sviluppo al prim'ordine di ~U(�).Il metodo sopra sviluppato presenta tuttavia un difetto: durante iasunaevoluzione, la norma del vettore non è onservata ed è quindi sorretto dalpunto di vista �sio e�ettuare passi temporali troppo lunghi; a iò può essereposto rimedio introduendo una ride�nizione per la funzione d'onda nellaforma: 	 = 'k'k ;la ondizione di normalizzazione k	k = 1, neessaria per l'interpretazioneprobabilistia della funzione d'onda, sarà osì veri�ata indipendentementedalle manipolazioni matematihe ompiute su ', ivi omprese operazioninon unitarie he ne modi�hino la norma. Avendo e�ettuato la sostituzione	! ' nel funzionale energia (6.1), si ottiene per il suo gradiente:ÆEÆ'� = 1k'k �H � <'jHj'>k'k2 � 'k'k = 1k'k (H � �) 'k'ke quindi per l'evoluzione di ':' �! (I � ÆEÆ'� �)':� può ora essere selto grande a piaere e ' non neessiterebbe in teoria dialuna rinormalizzazione durante l'evoluzione. Poihé tuttavia l'algoritmoviene poi implementato su alolatore e ' può assumere valori arbitraria-mente grandi o pioli, è onsigliabile rinormalizzare il vettore a iasunpasso per evitare he si sommino nel tempo errori di tronamento.



6.2. Fast Fourier Transform ed evoluzione temporale 496.2 Fast Fourier Transform ed evoluzione tempora-leCome noto, la trasformata di Fourier (FT) può essere utilizzata per tra-sformare l'operatore di derivazione �(~2=2m)�2 nel orrispettivo operatoremoltipliativo p2=2m; ad esempio nel aso dell'espansione libera di un gasnon interagente l'Hamiltoniana è omposta dal solo termine inetio e lasoluzione ad un tempo t è alolabile analitiamente:	(r; t) = [FT�1℄ e�ip2t=2m�[FT ℄	(r; 0)� (6.2)Nei asi più omplessi e più omuni, ome ad esempio in presenza dipotenziali esterni o del termine di autointerazione, l'Hamiltoniana ontienetermini non ommutanti tra loro e l'esponenziale di evoluzione non può esserefattorizzato. A partire dall'identità di Campbell-Baker-Hausdor�:etA=2 etB etA=2 = et(A+B)+t3 [B;[B;A℄℄=12�t3[A;[A;B℄℄=24+:::nella sua forma tronata:et(A+B) = etA=2 etB etA=2 �1 +O(t3)�si ottiene la formula di Trotter-Lie, he permette di sviluppare l'operatoreU(t) ome prodotto di esponenziali, iasuno ontenente solo T o V :e�it(T+V )=~ = e+i�V=2~ NY1 (e�i�V=~e�i�T=~)e�i�V=2~ �1 +O(�2)� N!1(T e V sono rispettivamente le parti inetia e moltipliativa dell'Hamilto-niana ed è stata introdotta la variabile � � t=N).Introduendo le trasformate di Fourier, si ha per U(t) la forma �nale:	(t) = U(t)	(0)� (6.3)� e+i�V=2~ NY1 (e�i�V=~ [FT�1℄ e�i�T=~ [FT ℄)e�i�V=2~	(0)In tutti i odii sritti è stato fatto largo uso di una subroutine in gradodi alolare la trasformata di Fourier di un vettore; hiamata FFT (aronimodi Fast Fourier Transform), è qui utilizzata nella forma odi�ata da Cooleye Tukey (per una introduzione all'argomento si veda [NR2nd℄, ap. 12). Ilnome inglese omprende l'aggettivo �fast� in quanto, se eseguita su vettori dilunghezza N pari a una potenza di 2, implia un numero di operazioni paria N log2N , invee delle N2 neessarie agli algoritmi preedenti.Nell'algoritmo è stata introdotta una proedura he permette di e�ettua-re un ontrollo in tempo reale sui parametri del sistema, per veri�are he



50 6. ANALISI NUMERICAl'evoluzione proeda in modo regolare: ogni predeterminato numero di evo-luzioni temporali in�nitesime viene alolata l'energia (o alternativamentela sua varianza) e, se il valore trovato si disosta troppo in perentuale dalvalore preedente (oppure, nel aso dell'evoluzione a tempo immaginario, sel'energia o la sua varianza sono resiute), il programma riassegna al sistemalo stato he aveva all'inizio del ilo, diminuendo il valore di t=N . Se inveeil ontrollo dà esito favorevole, lo stepsize temporale viene aumentato �no alraggiungimento di un valore massimo impostato. Nelle simulazioni e�ettuatesi è in genere tenuto 2 �s < t=N < 5 �s.All'interno dei odii sono state utilizzate sempre variabili adimensionalirisalate in termine delle grandezze aratteristihe del potenziale armonioassiale: 8<:r = az~rt = ~t=!z� = ~!z ~� (6.4)(le tilde verranno poi soppresse nelle formule ontenenti quantità risalateper failitarne la lettura).L'utilizzo delle variabili adimensionali permette una srittura più traspa-rente delle formule, in quanto da esse risultano assenti le ostanti �sihe fon-damentali del problema (quali ~ om); l'interazione e la forma del ondensatosono regolati rispettivamente dai due parametri adimensionali:Æ � asazN (6.5)e  � !?=!z; (6.6)grazie ai quali si possono esprimere la ostante d'interazione:gN � 4�Æ (6.7)ed il potenziale himio 3D in approssimazione di Thomas-Fermi:�TF � 12�15 Æp�2=5 : (6.8)L'introduzione di grandezze aratteristihe onsente inoltre all'elabora-tore di trattare numeri he in generale hanno valori omparabili on l'unitàinvee he on potenze piolissime, osì da ridurre l'importanza degli erroridi tronamento.I dati riportati nei gra�i del prossimo apitolo sono omunque tuttiespressi in unità dimensionate (solitamente �m e ms).



6.3. Risoluzione delle equazioni per i parametri di sala 516.3 Risoluzione delle equazioni per i parametri disalaI parametri di sala neessari all'Ansatz utilizzato nel par. 5.2 soddisfanoal sistema (5.2), ostituito da tre equazioni di�erenziali ordinarie di seon-d'ordine; ome noto dalla teoria delle equazioni di�erenziali, ogni equazioneordinaria di seond'ordine del tipod2y(x)dx2 + q(x)dy(x)dx + s(x)y(x) = r(x)può essere risritta ome sistema di due equazioni del prim'ordine:8><>: z(x) � dy(x)dxdz(x)dx + q(x)z(x) + s(x)y(x) = r(x)e dunque, se si analizza un problema a simmetria ilindria (nel quale duedei parametri risultano uguali), i si ridue allo studio di quattro equazionidi�erenziali ordinarie aoppiate del prim'ordine.Nel presente aso, il sistema non ammette soluzione analitia e va per-iò risolto numeriamente (si veda ad esempio [NR2nd℄, ap. 16): in que-sta Tesi abbiamo selto per la risoluzione un'algoritmo di Runge-Kutta delquart'ordine.Gli algoritmi di Runge-Kutta sono molto semplii da srivere e sonousualmente e�ienti dal punto di vista omputazionale quando non sia ri-hiesta una preisione partiolarmente elevata (. 10�5). In questo metodo,per ogni passo temporale � vengono alolate quattro espressioni in puntiintermedi: il loro valore viene poi utilizzato per e�ettuare il salto tempora-le ompleto; il metodo è di quart'ordine in quanto permette una preisionedell'ordine di o(�4).È da sottolineare he, ad ogni step temporale, la risoluzione numeriadelle eq. (5.2) è e�ettuata in un tempo assolutamente trasurabile rispettoall'evoluzione della funzione d'onda, he per sua natura oinvolge il alolodi trasformate di Fourier; l'Ansatz introdotto non aumenta dunque in modosigni�ativo la mole omputazionale neessaria alla risoluzione.



52 6. ANALISI NUMERICA



Capitolo 7Studio dell'espansione daretioloIn questo apitolo disuteremo l'appliazione della dr -GPE ad un esperimen-to partiolare, l'espansione di un insieme oerente di ondensati, realizzatoreentemente al LENS di Firenze [PPS01℄.Nella prime due sezioni presentiamo una desrizione delle modalità spe-rimentali impiegate e del modello utilizzato dagli autori per interpretare irisultati. Nel resto del apitolo paragoniamo i risultati ottenuti tramite l'e-quazione e�ettiva unidimensionale dr -GPE, da noi introdotta nel ap. 5, oni dati sperimentali ed altre teorie, mostrandone il buon aordo su tutta lagamma dei parametri analizzati.7.1 Desrizione dell'esperimentoI ondensati di Bose-Einstein sono aratterizzati da una oerenza a lungorange he può essere ben evidenziata dall'uso di potenziali periodii: un re-tiolo ottio unidimensionale ad esempio permette di suddividere la nuvolaintrappolata in un insieme ordinato di ira 250 sottosistemi, tra loro spazial-mente separati, he tuttavia manifestano una relazione di fase ben de�nitasu tutta la lunghezza dell'oggetto.L'analisi delle proprietà di oerenza può essere e�ettuata direttamentesul ondensato intrappolato tramite spettrosopia Bragg a 2 fotoni, omerealizzato sperimentalmente da Stamper-Kurn et al. [SCG99℄. Le misure insitu sono tuttavia rese di�ili dalla limitata estensione spaziale della fun-zione d'onda del sistema all'interno della trappola (valori tipii dei raggidi Thomas-Fermi sono 30-60 �m nella direzione assiale e 3-6 �m in quellatrasversa).Un'alternativa possibile è lo studio della �gura di interferenza visibile inseguito all'espansione libera del sistema: in presenza di un retiolo infattila distribuzione dei momenti del ondensato intrappolato ha una peulia-53



54 7. STUDIO DELL'ESPANSIONE DA RETICOLOre struttura a pihi molto pronuniata, he durante l'evoluzione genera laformazione e il distao di parti del ondensato dal orpo entrale. Nell'espe-rimento analizzato dopo ira 30 ms queste si trovano a 400 �m dalla loroposizione iniziale e le dimensioni trasverse aumentano di un ordine di gran-dezza: la tenia permette dunque una più semplie risoluzione dell'immagine�nale e sarà qui di seguito desritta nella sua realizzazione sperimentale.Un gas di 87Rb nello stato jF = 1; mF = �1> viene ra�reddato eva-porativamente in una trappola armonia �a sigaro�, on l'asse maggiore nelpiano orizzontale e frequenze fondamentali di !z = 2��9 Hz e !? = 2��92Hz, �no a raggiungere una buona perentuale di atomi ondensati (T . T).Al potenziale esistente viene poi sovrapposto lungo l'asse z un fasio laserretrori�esso, di lunghezza d'onda � e fortemente fuori risonanza. Per valoridell'intensità del retiolo negli antinodi pari a I = 3 mW/mm2 (orrispon-denti a s � 5), un �blue-detuning� di Æ = 2� � 150 GHz dalla linea D1 a�0 = 795 nm assiura uno sattering rate da retiolo estremamente ridotto,inferiore a 10 Hz; l'interazione eseritata sul ondensato da parte della radia-zione inidente è dunque di tipo puramente dispersivo ed è hiamata forzadi dipolo; il potenziale ompleto sentito dal sistema è dato da:V (r) = 12m(!2zz2 + !2?r2?) + sEr os2�2�z� �In presenza del retiolo viene poi ontinuato il ra�reddamento evapora-tivo �no a raggiungere temperature ben al di sotto della temperatura ritiaT. Tipiamente il ondensato si divide in ira 250 dishi (on spessoredell'ordine di d � �=2 � 400 nm, orrispondente alla distanza fra 2 nodi)ontenenti ognuno 100 � 500 atomi. Una volta raggiunta la temperaturadesiderata si spegne il potenziale, si lasia espandere liberamente il sistemaper un tempo texp e se ne prende una �immagine di assorbimento�. La tem-peratura del sistema intrappolato è tale he, nelle immagini del ondensatoespanso, sia pressohé invisibile la nuvola termia di forma gaussiana: questosigni�a he, all'istante iniziale, la frazione ondensata è molto viina all'u-nità e gli atomi possono essere onsiderati ome tutti provenienti dallo stessostato fondamentale del potenziale ombinato.Nello spazio dei momenti il sistema è approssimativamente desritto daun insieme periodio e oerente di ondensati identii, allineati lungo l'assez; il suo parametro d'ordine ha la forma:	(pz) = 	0(pz) Xk=0;�1;:::;�kM e ikpzd~= 	0(pz)sin[(2kM + 1)pzd=2~℄sin(pzd=2~)dove k identi�a i di�erenti siti, (2kM+1) è il numero totale di siti e j	0(pz)j2è la distribuzione nei momenti di iasun ondensato.



7.2. Modello originale 55

Figura 7.1: Immagine di assorbimento he mostra una atena lineare di on-densati dopo l'espansione (s = 5, N = 2�104, texp = 29:5 ms). Figura trattada [PPS01℄.La distribuzione dei momenti dell'intero sistema orrisponde al ampoprodotto nel far �eld da un fasio piano di�ratto da un retiolo, ovverola lassia �gura di interferenza e di�razione, omposta da diversi ordinidi pihi molto stretti per i valori pz = n � 2�~=d on n intero e intensitàmodulata da j	0(pz)j2 (vedi �g. 7.7).Il pio entrale ha < Pz >= 0 e �Pz � ~=Rz (dove Rz � kMd orri-sponde a metà dell'estensione assiale del sistema) e i si attende dunque hela sua espansione allo spegnimento della trappola sia molto lenta. I pihion n 6= 0 hanno invee j < Pz > j � 0 e il loro entro di massa trasleràrapidamente seondo la legge asintotia:z(t) = n2�~dm t:Nelle �gure di espansione 7.8 si vede e�ettivamente, dopo un breve tran-siente, il distao dei pihi laterali dal orpo entrale e la loro traslazio-ne a veloità ostante: mentre nelle immagini sperimentali (fr. �g. 7.1) èusualmente distinguibile solo il primo ordine, i gra�i ottenuti dalle simula-zioni numerihe, se visualizzati in sala logaritmia, mostrano la presenza dialmeno 4 ordini (vedi �g. 7.14).7.2 Modello originaleGli autori fornisono nell'artiolo sopraitato un modello ompleto per l'in-terpretazione dei risultati; essi assumono he lo stato fondamentale possa



56 7. STUDIO DELL'ESPANSIONE DA RETICOLOessere sritto nella forma fattorizzata:	(r) = Xk=0;�1;:::;kM e�(z�kd)2=2�2�k(r?);la parte assiale è omposta da (2kM + 1) gaussiane tutte uguali, spaziatedi una distanza d = �opt=2 e la ui larghezza � è alolata numeriamenteminimizzando l'energia1. In iasuna bua la parte radiale è stata selta nellaforma di Thomas-Fermi:j�k(r?)j2 = p2g �k �1� r2?(R?)2k� ;on potenziale himio �k � 12m!2xd2(k2M�k2) e raggio (R?)k =q2�k=m!2?dipendenti da k. Il valore di kM determina il numero di buhe oupate dalondensato e può essere trovato imponendo la normalizzazione della funzioned'onda N =PNk; dall'espressione:Nk = Z d3r e�(z�kd)2=2�2�k(r?) = p216 �as �m!2zd2k2M~!? �2�1� k2k2M �2 == N0�1� k2k2M �2trasurando la piola sovrapposizione delle gaussiane adiaenti si ottiene:kM =s 2~�!m!2zd2 5s 158p�N aa�! d�(dove a�! � p~=m�! e �! è la media geometria delle frequenze) e quindiN0 = (15=16)N=kM .Da questo modello 3D essi ne hanno estratto una versione unidimensio-nale usata per desrivere l'espansione assiale, in ui lo stato fondamentale èsritto ome una somma di gaussiane equispaziate, di larghezza � e modula-te in intensità dal fattore Nk riavato sopra. L'evoluzione di questo stato èpoi studiata nell'artiolo on l'equazione per un gas ideale, ovvero quella diShrödinger. Questa approssimazione è giusti�ata dal fatto he, nell'inter-vallo di parametri studiati, vale la ondizione �k � ~ ~!z ( ~!z è la frequenzadell'osillatore armonio he meglio approssima il retiolo nei suoi minimi);l'e�etto del retiolo è infatti quello di far aumentare in modo onsiderevo-le le energie inetihe e potenziali dei singoli ondensati, senza far variareapprezzabilmente la loro autointerazione: se il retiolo perturba in manierasostanziale il potenziale armonio (s & 3), l'energia di autointerazione di-venta trasurabile e l'evoluzione può essere ben desritta dall'equazione diShrödinger.1I valori forniti sono: �=d =0.30, 0.27 e 0.25 rispettivamente per s =3, 4 e 5.



7.2. Modello originale 57Per quanto riguarda l'evoluzione trasversa del sistema è stata provata lavalidità della legge asintotia:R?(t) = R?(0)!?t; (7.1)riavata da Castin e Dum [CD96℄ nel limite di ondensato a forma di sigaro(fr. eq. (5.5) ).Il raggio iniziale è stato selto pari aR?(0) � (R?)k=0 = kMd!z=!? (7.2)e il risultato è stato onfrontato on i dati sperimentali ottenuti nell'esperi-mento realizzato al LENS.La teoria appena esposta risulta in ottimo aordo on i dati presentati,nonostante la sempliità del modello. Il limite di questa trattazione sta tut-tavia nel fatto he essa non può essere appliata per retioli troppo deboli: intale aso infatti l'energia di autointerazione non risulta trasurabile e l'equa-zione di Shrödinger non è più adatta alla desrizione del sistema. Inoltre lapresenza del retiolo è fondamentale per la oerenza logia del ragionamento:nel limite �!1 si prevede infatti per kM un valore nullo.La teoria sviluppata nel ap. 5 invee ontiene il termine di densità e lasua derivazione non è intrinseamente legata alla presenza del retiolo: essaè quindi utile per studiare generii potenziali assiali e, nel aso partiolare diretiolo ottio 1D, i suoi e�etti sul sistema possono essere studiati per valoridi s e 1=� variabili on ontinuità a partire da 0.



58 7. STUDIO DELL'ESPANSIONE DA RETICOLO7.3 Appliazione della dr-GPE a ondensati in re-tioliNella presente sezione analizzeremo, in presenza del potenziale ombinatoarmonio e retiolare, le proprietà dello stato fondamentale e della sua su-essiva evoluzione, osì ome desritte dalla dr -GPE: in partiolare studiere-mo in dettaglio le proprietà trasverse del sistema, he �nora non sono stateanora messe in lue.7.3.1 Stato fondamentalePer veri�are l'auratezza del modello in presenza di un potenziale periodioabbiamo selto per il retiolo ottio una lunghezza d'onda � = 795 nm, inmodo da poter poi onfrontare i risultati generati dalla suessiva espansioneon quelli ottenuti nell'esperimento realizzato al LENS.Notiamo he nel aso spei�o i singoli ondensati intrappolati hannodimensioni inferiori alle apaità di risoluzione ottia degli strumenti e questonon permette una omparazione dei risultati del nostro modello direttamenteon gli esperimenti: le previsioni estratte dalla dr -GPE in questa sezionepotranno quindi essere onfrontate solo on quelle di altre teorie, quali quellaompleta 3D, risolta numeriamente o analitiamente in approsimazione diThomas-Fermi, o quella di Pedri et al. preedentemente desritta.Al variare del numero di atomi o del parametro s, he identi�a l'intensitàdel retiolo ottio, abbiamo studiato nello stato fondamentale della trappolale seguenti aratteristihe:� il pro�lo assiale,� il pro�lo radiale,� il raggio trasverso quadratio medio,� la distribuzione dei momenti.Il pro�lo di densità assiale �(z), ottenuto integrando la densità sulle oor-dinate radiali (�(z) � R 2�rdrj	(r)j2), è stato onfrontato on quello ria-vato da una simulazione 3D (�g. 7.2): anhe per grandi valori dell'intensitàretiolare l'ampiezza delle osillazioni risulta in ottimo aordo in tutta lazona entrale della trappola; nella rimanente parte, dove la densità massimasende sotto il 5% del valore entrale, la simulazione 1D mostra una odaleggermente più pronuniata, all'interno della quale si distinguono ira 15dishi in più (su un totale di 250); questa disordanza genera omunque unerrore trasurabile, in quanto la popolazione media di tali dishi è moltobassa e non altera dunque in modo signi�ativo la quantità p<Z2>, heontraddistingue l'estensione assiale del ondensato. Per quanto riguarda lafrequenza delle osillazioni, questa è �ssata in modo molto netto dal arattere
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Figura 7.2: Densità assiale del ondensato, integrata sulle direzioni radiali(�(z) � R 2�rdrj	(r)j2, N = 5� 104; s = 5).
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Figura 7.3: Densità radiale �y=0(x) in assenza di retiolo, ottenuta misurandolungo uno degli assi minori e integrando sulla oordinata assiale (N = 5 �104): sono riportati i dati ottenuti dalla soluzione della dr -GPE, del modello3D ompleto e della sua approssimazione TF.sinusoidale del potenziale: è dunque attesa (e veri�ata) una orrispondenzaesatta tra la frequenza del laser e quella dei pro�li alolati.Le dimensioni trasverse possono essere studiate attraverso la funzione:�y=0(x) � Z dzj	(x; 0; z)j2;paragonabile direttamente ad una immagine di assorbimento del ondensatointrappolato sattata lungo l'asse maggiore2.In �g. 7.3 riportiamo, in assenza di retiolo, un onfronto di questo pro�loon quelli ottenuti dal modello 3D e dalla funzione d'onda di Thomas-Fermi:l'immagine mostra l'ottimo aordo tra gli ultimi due3 e mette in lue hela NPSE è in grado di prevedere on ottima approssimazione l'ampiezzatrasversa, ma la forma gaussiana tende a sopravvalutare la densità nel entrodella trappola.2Si riorda he tale fotogra�a è di�ilmente realizzabile all'interno della trappola datele piole dimensioni del ondensato prima dell'espansione.3L'aordo del pro�lo 3D on il pro�lo di Thomas-Fermi è atteso in quanto per ilparametro adimensionale di interazione in queste ondizioni si ha: Nas=a�! = 159 � 1
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Figura 7.4: Densità radiale �y=0(x) in presenza di retiolo (N = 5�104; s =5). In presenza di retiolo, il onfronto on una funzione di Thomas-Fermiperde di signi�ato, in quanto l'approssimazione è basata sulla piola ener-gia inetia assoiata al ondensato, irostanza non veri�ata per s 6= 0.Possiamo allora paragonare i due pro�li �y=0(x) ottenuti dal modello 1De da quello ompleto (vedi �g. 7.4): ome nel gra�o preedente, si puøno-tare he il pro�lo gaussiano ben stima le dimensioni medie ma sovrastimaparzialmente l'altezza della urva di densità.Come ultima veri�a sulla parte trasversa abbiamo onsiderato una quan-tità he dia un'idea dell'estensione media del ondensato nelle direzioni ra-diali, esprimibile ome:q<R2?(z)> �sZ 2�r dr jrj2 j	(r)j2;il ui integrale sulla dimensione assiale restituise il raggio trasverso quadra-tio medio q<R2?>.Per s=5, mostriamo in �g. 7.5 i valori di q<R2?(z)> alolati tramitela dr -GPE, a onfronto on il alolo 3D: il risultato evidenzia he la teoria1D riese a ogliere in modo molto soddisfaente le proprietà medie trasversedel sistema.
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Figura 7.5: Raggio trasverso quadratio medioq<R2?(z)> in funzione dellaoordinata assiale, normalizzato al suo valore in z=0 (N = 5� 104; s = 5).
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Figura 7.6: Valori del raggio trasverso quadratio medio, alolati in assenzadel retiolo in funzione del numero di atomi.Poihè le simulazioni 3D sono molto gravose dal punto di vista ompu-tazionale, limiteremo i onfronti suessivi al paragone on modelli teoriiapprossimati.In assenza di retiolo, al variare del numero di atomi è possibile e�ettuareun onfronto on una funzione d'onda 3D nel limite di Thomas-Fermi, perla quale q<R2?> è riavabile in maniera analitia4.Nell'appendie D è riportato il alolo del raggio trasverso quadratio medioper una distribuzione a parabola invertita; l'espressione (D.1) riavata:q<R2?>TF =r27RTF (z = 0)omporta una relazione lineare fra la quantità in esame e RTF (il ui valoreteorio è dato da p2�=m!2z), e quindi q<R2?>TF / N1=5.Dalla �gura 7.6 si nota he l'aordo on il valore teorio migliora all'au-mentare del numero di atomi, passando da uno sarto del 5% per N = 5�1044Nell'esperimento onsiderato si ha as=a�! = 3:19 � 10�3 e quindi la ondizioneNas=a�! � 1 per la validità dell'approssimazione di Thomas-Fermi [DGPS99℄ è veri�ataper N � 103.
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7.3. Appliazione della dr -GPE a ondensati in retioli 65garitmia, i diversi ordini di pihi he ompongono la trasformata di Fourierdella funzione d'onda.7.3.2 Espansione liberaNel aso di espansione libera le equazioni per i parametri � non orrispondo-no più all'identità e quindi l'evoluzione prevista dal nostro modello si disostada quella predetta dal modello basato sulla NPSE.Come visto preedentemente, in presenza di retiolo il pro�lo di densitàassiale del ondensato in espansione ontiene una serie di oppie di pihilaterali in moto rettilineo uniforme, iasuna avente una veloità:vz(t) = �n4�~�m(dove n india l'ordine del pio).Dal orpo entrale, il ui entro di massa resta fermo durante l'evolu-zione, i pihi nasono in seguito ad una fase transiente, aratterizzata da�uttuazioni irregolari della densità; la loro popolazione, proporzionale all'al-tezza dei pihi presentata dalla distribuzione dei momenti iniziale, è tantopiù grande quanto maggiore è l'intensità del potenziale periodio iniziale.Nella serie di �gure 7.8 riportiamo una sequenza di immagini, prese adistanti suessivi, he mostrano la fase transiente e la suessiva espansionedei pihi. La veloità alolata dalle simulazioni per il pio on n=1 è di11.6 �m/ms, in ottimo aordo on il valore teorio di 11.55 �m/ms.L'immagine 7.9 ontiene un plot on urve di livello he mostra la densitàdel ondensato nel piano y = 0 alla �ne dell'espansione, mentre in �g. 7.10mostriamo il notevole aordo ottenuto dal nostro modello on i risultatisperimentali riavati al LENS. L'allargamento alla base del pio entraleè dovuto alla frazione termia ed ovviamente non può essere previso dalnostro modello, basato sull'equazione di Gross-Pitaevskii: ome visto nelapitolo 2, essa è infatti riavata a temperatura nulla e non è in grado didesrivere gli atomi esterni al ondensato. L'interazione on la parte termiagioa omunque un ruolo del tutto trasurabile nella dinamia di questoesperimento.Nella �g. 7.11 invee riportiamo la popolazione relativa di uno dei pihion n=1 rispetto a quella del pio entrale, rispettivamente ome alolatadal nostro modello, misurata al LENS e riavata in [PPS01℄. Si può notare ilbuon aordo mostrato da ambedue le teorie on l'andamento sperimentale:rispetto all'altro modello presentato, quello qui analizzato permette inoltre diindagare il omportamento del sistema per valori di s variabili on ontinuitàa partire da 0.Un gas perfetto, la ui distribuzione dei momenti sia omposta da pihimolto stretti, asintotiamente evolverà reando opie identihe dell'oggettooriginario. La natura repulsiva (as > 0) delle interazioni nel rubidio fa sì
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Figura 7.8: Espansione della atena di ondensati per un insieme di 2� 104atomi, inizialmente intrappolati in un retiolo on intensità s=5; le imma-gini sono prese, da sinistra a destra e dall'alto al basso, dopo un tempo diespansione pari a 0, 2.95, 5.9, 8.85, 11.8 e 29.5 ms.
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Figura 7.9: Catena lineare di ondensati dopo l'espansione: urve di livelloper la densità sul piano y=0, osì ome riavate dalla dr -GPE (N = 2 �104; texp = 29:5 ms, oordinate assiali e radiali in �m).he, durante l'usita dei pihi dal orpo entrale, la forma a paraboloideinvertito di questi ultimi venga parzialmente modi�ata, omportando un'a-vanzamento del entro di massa del pahetto nella direzione del loro motoe quindi una deformazione del pio.Questo fenomeno è visibile in �g. 7.12, dove riportiamo l'immagine di unpio dopo l'espansione, osì ome ottenuta dal nostro modello, dal model-lo presentato nel par. 4.2 e da un'evoluzione di Shrödinger5. Come si puònotare dall'immagine, il pio ottenuto dall'evoluzione di un gas non intera-gente ha una forma simmetria, mentre gli altri due pro�li teorii mostranola deformazione suddetta6; il arattere ubio dell'eq. (4.8) rende la formadel pro�lo più sbalzata verso l'esterno, se paragonata a quella generata dalnostro modello, he ome visto nel par. 4.3 presenta un arattere �interme-dio� (l'equazione passa da ubia nel aso di piola interazione a quadratianel aso di forte interazione).Lo stesso onfronto, e�ettuato in �g. 7.13 sul pio entrale, mette inlue il fenomeno puntualizzato alla �ne del par. 4.2: la funzione d'onda go-5Per quest'ultima si è utilizzata la formula (6.2).6Il pro�lo derivato dalla �-GPE presenta delle osillazioni dovute ad aliasing, ovveroalla bassa frequenza di ampionamento selta per eseguire la simulazione (vedi [NR2nd℄,ap. 12); esse sarebbero assenti se, per desrivere la funzione d'onda, avessimo selto unretiolo on un numero di punti maggiore.
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Figura 7.10: Catena lineare di ondensati dopo l'espansione: ai dati speri-mentali riavati al LENS sovrapponiamo la previsione data dalla dr -GPE(N = 2 � 104; texp = 29:5 ms). Nella distribuzione sperimentale, alla ba-se del pio entrale, si può notare l'allargamento dovuto alla frazione nonondensata.
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Figura 7.11: Popolazione relativa del pio on n=1 rispetto al pio entrale,in funzione dell'intensità del retiolo (N = 2 � 104; texp = 29:5 ms). Datisperimentali tratti da [PPS01℄.
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Figura 7.12: Ingrandimento del primo pio di destra (N = 2 � 104; s =5; texp = 29:5 ms).
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Figura 7.13: Ingrandimento del pio entrale (N = 2 � 104; s = 5; texp =29:5 ms).vernata dall'equazione di Gross-Pitaevskii 1D presenta un'espansione troppopronuniata delle dimensioni radiali.Gli ordini suessivi, ontraddistinti da n>1, hanno una popolazionetroppo piola per essere visibili nelle immagini sopra riportate; l'utilizzodi una sala logaritmia permette tuttavia di visualizzare distintamente lapresenza di vari altri ordini (fr. �g. 7.14).Il raggio quadratio medio trasverso del pio entrale è stato alolatoal trasorrere del tempo di espansione libera e riportiamo i valori in �g. 7.15,paragonandoli a quelli ottenuti nell'esperimento al LENS ed a quelli teoriiriportati in [PPS01℄: anhe in questo aso ambedue le teorie sono in buonaordo on l'esperimento.Come visto in questo apitolo il modello introdotto nella presente Tesi,nonostante le approssimazioni e�ettuate per arrivare ad una equazione uni-dimensionale, è in grado di ogliere le aratteristihe salienti dell'esperimentoanalizzato sia nelle sue proprietà radiali he in quelle assiali.
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Figura 7.14: Densità assiale del ondensato espanso visualizzata in salalogaritmia (N = 2� 104; s = 5; texp = 8:85 ms).
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Figura 7.15: Raggio quadratio medio trasverso del pio entrale in funzionedel tempo di espansione libera (N = 5�104; s = 4). Dati sperimentali trattida [PPS01℄.
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Capitolo 8ConlusioniIn questa Tesi abbiamo elaborato un modello unidimensionale per la desri-zione dell'evoluzione di un ondensato di Bose-Einstein a simmetria ilindri-a, allungato a forma di sigaro, all'interno di un potenziale somma di unaomponente armonia dipendente dal tempo ed una parte assiale generia.Questo risultato è stato ottenuto estendendo un reente lavoro di Sa-lasnih et al. [Sal01, SPR02℄, riavato per un ondensato on�nato in unatrappola armonia statia, per mezzo di una trasformazione di gauge e sa-ling introdotta da Castin et al. [CD96, KSS96℄. L'utilizzo della trasforma-zione permette di riondursi ad un problema nel quale la funzione d'ondaevolve in un potenziale ostante nel tempo, anhe nel aso di spegnimentoompleto della trappola. L'equazione �nale, denominata dr -GPE, è formal-mente unidimensionale, nel senso he dipende solo dalla oordinata assiale z(e dal tempo), ma la sua risoluzione permette di ottenere informazioni sullaparte radiale tramite la grandezza dinamia �(z; t) he desrive, nell'ipotesidi forma trasversa gaussiana, la larghezza della funzione d'onda radiale heminimizza l'energia del sistema.Il modello è in grado di desrivere sia lo stato fondamentale he l'evolu-zione del sistema, aratteristia he gli altri modelli proposti per la riduzionedi dimensionalità dell'equazione di Gross-Pitaevskii in generale non possie-dono. La dr -GPE risulta essere un buon Ansatz per studiare un vasto ambitodi situazioni �sihe, omprendenti l'espansione libera del sistema in presen-za di un arbitrario potenziale assiale (ad esempio un retiolo ottio o unampo gravitazionale) oppure i modi normali di deformazione all'interno diuna trappola armonia modulata nel tempo di un ondensato immerso inun retiolo ottio (esperimento attualmente in orso al LENS di Firenze). Inquesti asi la possibilità di utilizzare un modello e�ettivo unidimensionaleè di fondamentale importanza, in quanto permette di evitare aloli moltoonerosi sul problema ompleto tridimensionale.Nella parte �nale del lavoro abbiamo quindi analizzato numeriamentela validità del nostro modello, studiando lo stato fondamentale di un gas73



74 8. CONCLUSIONIdi bosoni ondensati all'interno di una trappola armonia ontenente unamodulazione assiale periodia e l'espansione del sistema allo spegnimentodella trappola. I risultati ottenuti sono in ottimo aordo on i dati raol-ti in un reente esperimento ompiuto al LENS, on il modello sviluppatodagli autori dell'artiolo e on simulazioni e�ettuate sull'equazione ompletatridimensionale.Poihè moltissimi esperimenti sui ondensati vengono realizzati in sim-metria ilindria, il modello qui introdotto si presta a numerose appliazionifuture nel ampo degli studi sui fenomeni di tunneling, sulla dinamia del-le eitazioni o delle osillazioni ollettive, sulle proprietà di oerenza o sunuove geometrie sperimentali anora da realizzare.



Appendie ADeduzione dell'Ansatz di salaL'introduzione della forma tentativa 5.1 può essere dedotta ome desrit-to in seguito. Si immagini un gas lassio, la ui espansione è governatadall'equazione: F = �5 (V (r; t) + g�l(r; t))Se in t=0 imponiamo la ondizione di equilibrio F = 0, si ha�l = �Vg + ost � N j TF j2;ovvero la soluzione di equilibrio lassia orrisponde al limite di Thomas-Fermi della soluzione quantistia.In presenza di un generio potenziale armonio V (r; t) = 12mP31 !2j (t)r2j ,l'evoluzione del sistema è una semplie dilatazione delle oordinate: ognielemento in�nitesimo segue la traiettoriaRj(t) = Rj(0)�j(t)ed il suo volume rese nel tempo di un fattore �1(t)�2(t)�3(t); la densitàdel gas evolve allora ome�l(r; t) = �l �n rj�j(t)o ; 0��1(t)�2(t)�3(t) :
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76 A. DEDUZIONE DELL'ANSATZ DI SCALALa legge di Newton m �Rj(t) = Fj�R(t); t� appliata alla traiettoriapreedente dà:mRj(0) ��j(t) = ��rjnV (R(t); t) + g�l(r; t)o == ��rjnV (R(t); t)o� g�rj �l �n rj�j(t)o ; 0��1�2�3 == �mX!2j (t)Rj(t) + �rjV [R(0); 0℄�j�1�2�3 == �mX!2j (t)Rj(0)�j(t) + mP!2j (0)Rj(0)�j�1�2�3(nella derivazione é stata usata la ondizione di equilibrio, valida in t=0,5[U + g�℄ = 0).Sempli�ando il risultato ottenuto si ottiene l'equazione soddisfatta daiparametri di saling :��j(t) = !2j (0)�j(t)�1(t)�2(t)�3(t) � !2j (t)�j(t)on le ondizioni iniziali �j(0) = 1 e _�j(0) = 0 (il gas é inizialmente inequilibrio).Derivando l'equazione per la traiettoria si ottiene l'espressione della ve-loitá: vj(t) = _�j(t)rj=�j(t). Il gas lassio in espansione ha dunque unmomento pari a: pl(r; t) = mv(r; t) = m _�(t) r�(t) : (A.1)



Appendie BApprossimazione r2� � r2?�Come desritto nel testo, la deduzione della NPSE e della sua estensionesviluppata in questo lavoro è stata possibile grazie ad una approssimazio-ne, e�ettuata a livello dell'azione del sistema, he onsiste nel trasurare laparte dell'operatore inetio assiale appliata alla funzione d'onda radiale.È proprio questa approssimazione he permette di ottenere per la larghezzatrasversa una equazione algebria e non di�erenziale.In assenza di tale approssimazione si avrebbe nell'azione (5.8) un termineaggiuntivo dato da:~22m < r2z >� = ~22m< r2k >�(x;y;t;�(k;t))�2z == ~22m Z dk ~ ��2z (Z dr 2�r � ��"� �00�2 + 2�02�3 + r2�00�4�2? +�4r2�02�5�2? +�� �0�2 + r2�0�4�2?� r2�0�3�2?#�) ~ = � ~22m Z dk �02�2�2z j ~ j2 (B.1)(si è posto �0 � �k� e �00 � r2k�).Questo porta alla forma �nale:S[	℄=Z dtZ dk ~ �(k)(i~�t + ~22m 1�2zr2k � m!2z(0)2 k2�z�2? � 12 gN2��2 j ~ j2�z�2? +� ~22m 1�2�2? � m!2?(0)2 �2�z�2? � ~22m �02�2�2z) ~ (k) (B.2)Le equazioni di Eulero-Lagrange appliate alla forma non approssimata77



78 B. APPROSSIMAZIONE r2� � r2?�danno la nuova equazione per la larghezza della gaussiana:��00 + 1� � �2z�2? + 2asN �z�2? j ~ j2 � �02 � �z�2? �4a4?(t = 0)�� j ~ j2 + �0�kj ~ j2 = 0;(B.3)questa volta di tipo di�erenziale e di soluzione non analitia.La forma non approssimata non permette di ridursi ad un problema uni-dimensionale, in quanto le due equazioni di evoluzione sono ambedue di tipodi�erenziale e non è possibile sostituire la forma hiusa dell'una nell'espres-sione dell'altra; l'evoluzione è dunque ottenibile solo a patto di risolvere passoper passo le due equazioni aoppiate e il risultato è una evoluzione di ti-po bidimensionale (in quanto l'ipotesi gaussiana ha ridotto il problema allasimmetria ilindria).Nell'espressione per l'energia (5.13) omparirebbe un termine uguale edopposto a quello alolato in (B.1):� ~22m < r2z >�= ~22m Z dk �02�2�2z j ~ j2 (B.4)Per � dato da (5.9), si ha:�k� = a?4 2asN � �k(j ~ j2)��z + 2asN j ~ j2� 34e: � ~22m < r2z >� = ~22m Z dk 116 h2asN � �k(j ~ j2)i2��z + 2asN j ~ j2�2 j ~ j2 (B.5)= ~22m Z dz �2z16 h2asN � �z(j j2)i2�1 + 2asN j j2�2 j j2:



Appendie CFunzionale energia delladr -GPERiportiamo di seguito le espressioni neessarie per riavare il funzionaleenergia (5.13).Per quanto riguarda la parte assiale si ha:Pz = Pk�z e im2~ k2�z _�z ~ p�z == e im2~ k2�z _�zp�z �Pk�z +m _�zK� ~ (K e Pk sono gli operatori di posizione e nel sistema di oordinate �ridotto�)e quindi:12m Z dz jPz j2 = Z dk �z 12m ����� e im2~ k2�z _�zp�z �Pk�z +m _�zK� ~ �����2 == Z dk 12m �����Pk�z +m _�zK� ~ ����2 :Per la parte trasversa:Pr� = ~i �r� = ~i 1p���?  im~ r _�?�? � r�2�2?! e i2 r2 _�?� e� r22�2�2?e dunque:12m Z d2rjP?�j2 = 12��2�2? Z 2�rdr ~2m r2�4�4? +mr2 _�?2�2? ! e� r2�2�2? == Z dq q q2�~2m 1�2�2? +m�2 _�?2� e�q2 == ~22m 1�2o�2? + m2 �2 _�?2:79



80 C. FUNZIONALE ENERGIA DELLA DR-GPE



Appendie D<R2?> in approssimazione diThomas-FermiIn unità adimensionali, posto RTF (z) � �1p2�� z2 (dove � � �TF è datodall'eq. (6.8) ), si ha:<R2?>TF = ZV d3r r2j	TF j2 == Z p2��p2� dz Z RTF (z)0 2�r dr r2 "�� 122r2 � 12z24�Æ # == 12Æ Z p2��p2� dz "R4TF (z)4 ��� 12z2�� 1122R6TF (z)# == 12Æ Z p2��p2� dz "R4TF (z)4  2R2TF (z)2 !� 1122R6TF (z)# == 248Æ Z p2��p2� dz�2�� z22 �3 == 16p2105 �7=2Æ4(V è il volume nel quale la densità di Thomas-Fermi è de�nita positiva).Invertendo la formula (6.8) si riava un'espressione per Æ he può essereinserita nella prima equazione, ottenendo:q<R2?>TF =r27RTF (z = 0): (D.1)Si riorda he, per avere una quantità dimensionata, sarà ora su�ienteutilizzare un valore dimensionato per la lunghezza RTF (z = 0), ottenibileattraverso una misura sperimentale o la formula p2�=m!2z .81
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